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12 – Längen, Flächen und Volumina II

Sommersemester 2023
Prof. Dr. Melanie Platz



Themenübersicht
Datum Nr. Thema Grundidee

11.04.23 01 Organisatorisches & Einführung

18.04.23 02 Entwicklung räumlicher Fähigkeiten

25.04.23 03 Geometrische Begriffe und Wissenserwerb

02.05.23 04 Zeichnen und Konstruieren
Formen und ihre 

Konstruktion09.05.23 05 Ebene Figuren I

16.05.23 06 Ebene Figuren II & Räumliche Objekte

23.05.23 07 Symmetrie I (Kongruenzabbildungen)

Operieren mit Formen
30.05.23 08 (entfällt) --

06.06.23 09 Symmetrie II (Muster, Bandornamente, Parkette)

13.06.23 10 Falten

20.06.23 11 Längen, Flächen und Volumina I Maße und Formeln

27.06.23 12 Längen, Flächen und Volumina II Geom. Gesetzm. & Muster

04.07.23 13 Pläne & Maßstäbe, Wiederholung & Fragen I Koordinaten

11.07.23 14 (online) Wiederholung & Fragen II

18.07.23 15 Klausur

27.06.2023 Didaktik der Geometrie ‧ Sommersemester 2023 ‧ Melanie Platz 2



Längen, Flächen & Volumina II

Didaktik der Geometrie ‧ Sommersemester 2023 ‧ Melanie Platz 327.06.2023

Ich kann…
□ Quader, Prisma, Zylinder, Pyramide, Kegel und Kugel definieren.
□ herausfinden, ob zwei Objekte den gleichen Rauminhalt haben und mein Vorgehen begründen.
□ Das Prinzip von Cavalieri beschreiben und anwenden.
□ Das Volumen und Oberflächeninhalt von Quader, Prisma, Zylinder, Pyramide, Kegel und Kugel 

bestimmen und mein Vorgehen begründen.



Längen, Flächen & Volumina II
• Rauminhalte & Oberfläche
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Einstimmung
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KMK, 2022, S. 17



Körper
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Einstimmung

Didaktik der Geometrie ‧ Sommersemester 2023 ‧ Melanie Platz 727.06.2023

Welt der Zahl 4, 2019, S. 52

vgl. Vorlesung 5



Quader

Definition: Quader

Eine Rechteckfläche wird senkrecht zu sich selbst im Raum verschoben; 

die dabei überstrichene Punktmenge ist ein Quader.

Alternativ: Ein Quader ist ein Körper, der durch rechteckige Seitenflächen 

begrenzt wird und bei dem die Kanten senkrecht aufeinander stehen.
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Krauter & Bescherer (2012), S. 86

Was sind Sonderfälle der 
Körperform Quader, was 
Verallgemeinerungen?



Prisma

Definition: Prisma

Ein Prisma ist ein Polyeder, dessen Grund- und Deckfläche parallele, 

zueinander kongruente n-Ecke sind und dessen Seitenkanten zueinander 

parallel und gleich lang sind.

Alternativ: Ein Prisma entsteht durch Parallelverschiebung eines n-Ecks 

entlang einer nicht in dieser Ebene liegenden Geraden im Raum.
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Krauter & Bescherer (2012), S. 86



Zylinder

Allgemein werden geometrische Körper, die durch eine 

parallele Verschiebung aus einer Grundfläche hervorgehen, als 

Zylinder bezeichnet. 

Ein Kreiszylinder ist ein Zylinder mit einer kreisförmigen 

Grundfläche. 
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Helmerich & Lengnink (2016), S.94



Pyramide

Definition: Pyramide

Eine Pyramide ist ein Polygon, das von einem n-Eck und n Dreiecken 

begrenzt wird. Die Dreiecke treffen sich in einem Punkt, der Spitze.
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Krauter & Bescherer (2012), S. 87

Grenzfall:

Ist die Grundfläche ein Kreis, 

so erhält man einen Kegel.
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Kugel

Definition: Kugel

Die Kugeloberfläche besteht aus allen Punkten, die zu einem 

vorgegebenen Mittelpunkt den gleichen Abstand haben. Der 

Abstand zum Mittelpunkt heißt Radius.

Die „Vollkugel“ wird zusätzlich durch alle Punkte „innerhalb“ 

der Oberfläche beschrieben, d. h. die Menge aller Punkte, 

deren Abstand vom Kugelmittelpunkt kleiner oder gleich dem 

Radius ist.
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Helmerich & Lengnink (2016), S.96



Rauminhalte & 
Oberflächen
• Volumen eines Würfels und eines Quaders
• Herleitung des Volumens anderer Körper
• Sekundarstufe I
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Volumen

Definition: Volumenfunktion und Volumenmaß 

Sei ℝ3 die Menge aller Punkte des reellen Raumes. 

Die Funktion V , die jeder Teilmenge des Raumes einen reellen Zahlenwert 

als Volumenmaßzahl zuordnet, heißt Volumenfunktion.

Diese Volumenfunktion hat analog zur Flächenmaßfunktion die 

Eigenschaften Nichtnegativität, Verträglichkeit mit der Kongruenz, 

Additivität und Normierung.
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Helmerich & Lengnink (2016), S. 170



Rauminhalte & Oberflächen

Zwei Objekte haben den gleichen Rauminhalt, 

• wenn sie in ihrer Form und Größe übereinstimmen

• wenn sie zerlegungsgleich sind
• Jedes der Objekte kann in dieselben Teile zerlegt oder aus 

denselben Teilen zusammengesetzt werden

• wenn sie mit der gleichen Anzahl von Einheitskörpern 

lückenlos ausgefüllt oder gebaut werden können
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Franke & Reinhold (2016), S. 319

Man unterscheidet bei der Volumenbestimmung einerseits das 
Hohlmaß von Hohlkörpern als den freien Raum innerhalb von 

festliegenden Begrenzungen, wie zum Beispiel das
Fassungsvermögen von Behältern, und andererseits den 

Rauminhalt als das Maß, das ein fester Vollkörper, aber auch 
Gase oder Flüssigkeiten im Raum einnehmen.(Helmerich & 

Lengnink, 2016, S. 167)



Rauminhalte & Oberflächen

Grundschule

• Direktes Vergleichen
• gelingt nur, wenn die Körper tatsächlich gleich sind
• Hilfsmittel für unterschiedlich geformte Körper benötigt

• Indirektes Vergleichen mit Hilfe einer Vergleichsgröße
• Einfüllen und umfüllen mit Wasser oder Sand
• Bauen mit gleichen Teilen

• Bauen mit SOMA-Teilen analog zum Tangram
• Bauen mit Einheitswürfeln

• Gleiche Anzahl, unterschiedliche Gebäude, gleiches Volumen
• Einheitswürfel zum Messen von Rauminhalten

• Ausfüllen und ermitteln der Anzahl
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Franke & Reinhold (2016), S. 321fDer geometrische Körper muss beim Ausmessen mit den 
Einheitswürfeln lückenlos und überlappungsfrei ausgefüllt  

werden, um den Rauminhalt zu bestimmen.

Ab
bi

ld
un

gs
qu

el
le

: h
ttp

s:/
/d

e.
w

ik
ip

ed
ia

.o
rg

/w
ik

i/S
om

aw
%

C3
%

BC
rfe

l



Volumen eines Würfels & eines Quaders
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Zahlenbuch 4, 2019, S. 100



Das Volumen eines Würfels soll 

bestimmt werden
• die Anzahl der benötigten Einheitswürfel 

zum Auffüllen kann man bestimmen, indem 

man die Anzahl entlang der Kanten ermittelt 

und dann diese Anzahlen miteinander 

multipliziert

• Geht es mit einer gewählten 

Einheitswürfelgröße nicht auf, so füllt man mit 

den nächstkleineren Einheitswürfeln – der 

Zählprozess läuft dann mit diesen ab. à 

messen

Volumen eines Würfels & eines Quaders
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Helmerich & Lengnink (2016), S. 169f

Diese Methode ist besonders gut quaderförmiger Körper 
geeignet bzw. für solche, die evtl. durch Zerlegen und 

Neukonfigurieren Quaderstrukturen aufweisen, da dann das 
Auffüllen mit den Einheitswürfeln gut aufgeht – man muss nur 

beachten, dass ein Körper in der Regel nicht nur mit einer 
einzigen Messgröße von Einheitswürfeln aufgefüllt werden kann.



Volumen eines Quaders

Die Kernidee des Auslegens führt unmittelbar zur 

Volumenformel für den Quader:
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V(Quader) = a * b * c

V(Quader) = G*hÄquivalent: (G Grundfläche, h Höhe)

a LE

b LE

c LE



Volumen anderer Körper

Problematik: Nicht alle Körper lassen sich mit Einheitswürfeln 

auslegen. Welche Alternativen gibt es?

• Zerlegen in bekannte Teilkörper

• Ergänzen mit und zu bekannten Körpern

• Umformen zu bekannten Körpern

• Annäherung mit bekannten Körpern und Grenzwertbetrachtung 

(insbes. für krummlinig begrenzte Körper)
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Prinzip der Zerlegungsgleichheit

Definition: zerlegungsgleich

Zwei Körper im Raum heißen zerlegungsgleich, wenn sie sich in 

gleich viele paarweise kongruente Körper zerlegen lassen.
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Herleitung des Volumens anderer Körper
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Ihre Vermutung (<,>,=):  𝑉!	 𝑉"  𝑂!	 𝑂"

Für die Überprüfung:  
 𝑉!ü#$% = 346,35	𝑚𝑚&

 𝑀 = 85,25	𝑚𝑚' 
 𝐺 = 207,39	𝑚𝑚'

Beim linken Turm sind 
durchschnittlich (

)
 der Grundfläche 

durch die nächste Münze verdeckt.
Turm 1 Turm 2



Herleitung des Volumens anderer Körper

Satz: Prinzip von Cavalieri 

Können zwei Körper so zwischen zwei parallele Ebenen gelegt 

werden, dass sie von jeder dazwischenliegenden Parallelebene 

in Flächen mit gleichem Flächeninhalt geschnitten werden, 

dann haben die beiden dasselbe Volumen.
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Die Form der Grund- und Schnittflächen spielen keine 
Rolle, es kommt lediglich auf die Flächeninhalte an.

Helmerich & Lengnink (2016), S. 173



Prinzip von Cavalieri

Neue Wege 9, S. 217  

Das Mathematikbuch 8, S. 50f

27.06.2023 Didaktik der Geometrie ‧ Sommersemester 2023 ‧ Melanie Platz 24



Prinzip von Cavalieri

Mathematik heute 10 (Realschule), S. 101f
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Herleitung des Volumens anderer Körper

Zerlegung in bekannte Teilkörper oder die Ergänzung zu 

bekannten umschließenden Körpern

Gerades rechtwinkliges Dreiecksprisma
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Wir ergänzen das Prisma durch ein 
dazu kongruentes zu einem Quader.

V(Prisma) = G*h

V(Quader) = 2G*h, 
also



Herleitung des Volumens anderer Körper

Zerlegung in bekannte Teilkörper oder die Ergänzung zu 

bekannten umschließenden Körpern

Verallgemeinerung: Beliebiges gerades Prisma
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G wird in rechtwinklige Dreiecke 
zerlegt (dies ist immer möglich!), die das 

Prisma in senkrechte rechtwinklige 
Dreiecksprismen mit Grundflächen G1, 

G2, …, Gn aufteilen .

V(Prisma) = G1*h + G2*h+ G3*h+...+ Gn*h
  = (G1+G2+G3+...+Gn)*h
  = G*h

Möglichkeit 1

G1

G2

G4

G3

G

h
h



Herleitung des Volumens anderer Körper

Zerlegung in bekannte Teilkörper oder die Ergänzung zu 

bekannten umschließenden Körpern

Verallgemeinerung: Beliebiges gerades Prisma
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Dreiecksprisma mit beliebigem Dreieck als Grundfläche ist 
zerlegungsgleich zu Quader mit flächeninhaltsgleicher Grundfläche.

Diese Methode lässt sich verallgemeinern auf gerades Prisma mit n-
eckiger Grundfläche, da sich die Grundfläche in Dreiecke zerlegen lässt.

Möglichkeit 2



Herleitung des Volumens anderer Körper

Zerlegung in bekannte Teilkörper oder die Ergänzung zu 

bekannten umschließenden Körpern

Verallgemeinerung auf schiefe Prismen
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Prinzip von Cavalieri ist anwendbar, da gerade 
und schiefe Prismen mit gleicher Grundfläche und 

gleicher Höhe in jeder Höhe flächengleiche 
Schnittebenen haben (vgl. „dynamische 

Definition“ von Prismen).
Auf diese Weise könnte man das Volumen des 
Prismas auch direkt durch Vergleich mit einem 

Quader mit gleicher Grundfläche und Höhe 
herleiten.



Herleitung des Volumens anderer Körper

Zylinder
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Ein Zylinder mit einem Kreis als Grundfläche 
G und der Höhe h kann von innen und 
außen durch Prismen beliebig genau 

angenähert werden.

V(Zylinder) =  Grenzwert von V(n-Ecks-Prisma)
  =  Grenzwert von Gn*h
  = G*h

V(Zylinder) = G*h
  = 𝑟'𝜋ℎ (r Grundkreisradius)

Alternative: Vergleich mit Quader, dessen 
Grundfläche die Maße r und rπ hat, und Anwendung 

des Prinzips von Cavalieri.



Erbsen in der Rolle
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Dahl & Lepp (2000), S. 30f 

Übung 12



Herleitung des Volumens anderer Körper

Pyramide
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Verbinde alle Eckpunkte eines Würfels mit dem 
Würfelmittelpunkt.

Alternative: Zerlegung in drei Pyramiden.

Warum sind das keine Beweise für die Volumenformel der 
allgemeinen Pyramide?



Herleitung des Volumens anderer Körper

Spezielle Dreieckspyramide

Gegeben ist eine Pyramide, bei der die Spitze senkrecht über 

einer Ecke der Grundfläche G liegt.
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Wir Ergänzen diese Pyramide durch 
zwei weitere Pyramiden, sodass ein 

senkrechtes Dreiecksprisma entsteht.

Dieses Verfahren lässt sich auch auf 
allgemeine Dreieckspyramiden anwenden!

Damit folgt: 𝑉 𝑃𝑦𝑟𝑎𝑚𝑖𝑑𝑒 = *
& 	𝑉 𝑃𝑟𝑖𝑠𝑚𝑎

Und damit:
𝑉 𝑃𝑦𝑟𝑎𝑚𝑖𝑑𝑒 =

1
3
	𝐺 < ℎ



10

Pyramide
Volumenannäherung durch Treppenkörper

• Ohne Anwendung des Satzes von Cavalieri

• Jede beliebige Pyramide lässt sich aus geraden Pyramiden mit 
dreieckiger Grundfläche zusammensetzen.

• Zerlegung parallel zur Grundfläche in n gleich hohe Prismen:

– a) Entstehung eines inneren Treppenkörpers (I)

– b) Entstehung eines äußeren Treppenkörpers (Ä)

• Offensichtlich gilt: V (I) < V (Py) < V (Ä)

• Mit Hilfe der zentrischen Streckung
lassen sich die Flächen                      aus 
der Pyramidengrundfläche G berechnen:

• Damit:

G )² 
n

1-n( = 1-Gn , … G, )² 
n
2( = G2 G, )² 

n
1( = G1 

n
hH mit HG...HGHG(I)V 1n21 =⋅++⋅+⋅= −

)G...GG(
n
hV(I) 1n21 −+++=

1n21 G...,,G,G −

n³
1)²(n...2²1²

hG(I)V

 G) )²
n

1n(...G)²
n
2(G)²

n
1

n
h(I)V

−+++
⋅=

⋅−++⋅+⋅= ((

Herleitung des Volumens anderer Körper

Pyramide

Annäherung durch Treppenkörper
Wir gehen aus von einer Dreieckspyramide mit Grundfläche G und Höhe h. Wir teilen die Höhe in n gleiche Teile 

und betrachten einen einbeschriebenen und einen umbeschriebenen Treppenkörper. 

Diese bestehen aus Prismen der Höhe H = !
"
.

Dann ist V(innen)< V(Pyramide) < V(außen).

Für das k-te Prisma (k = 1, 2, ..., n) im äußeren

Treppenkörper (innerer analog) gilt für die

Grundfläche (nach Strahlensatz):
und damit für sein Volumen 

       Damit gilt:

Für die Summe der ersten n Quadratzahlen kann man zeigen:

Damit folgt:

Wegen                folgt die bekannte Formel.  
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k
1
2
3
4

h



Rauminhalte & Oberflächen

Sekundarstufe I

 „berechnen Volumen und Oberflächeninhalt von Prisma, 

Pyramide, Zylinder, Kegel und Kugel sowie daraus 

zusammengesetzten Körpern“
Bildungsstandards Mittlerer Schulabschluss, S. 10 

• unser Beispiel: Die Pyramide
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Rauminhalte & Oberflächen

Sekundarstufe I

• Begriffe: Grundfläche, 

Mantelfläche, Höhe

• Pyramidennetze

• Sachaufgaben

• Modellierungen
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Nicht nur stures 

Einsetzen in Formeln…

Mathematik heute 10 (Realschule), S. 102f



Herleitung des Volumens anderer Körper

Kegel

Annäherung durch Pyramiden
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Also: 𝑉 𝐾𝑒𝑔𝑒𝑙 = 𝐺𝑟𝑒𝑛𝑧𝑤𝑒𝑟𝑡	𝑣𝑜𝑛	𝑉 𝑛 − 𝐸𝑐𝑘𝑠 − 𝑃𝑦𝑟𝑎𝑚𝑖𝑑𝑒 = 𝐺𝑒𝑟𝑛𝑧𝑤𝑒𝑟𝑡	𝑣𝑜𝑛 *
& 	𝐺# < ℎ

𝑉 𝐾𝑒𝑔𝑒𝑙 =
1
3
𝐺 < ℎ

Ein Kegel mit einem Kreis als 
Grundfläche G und der Höhe h kann 

von innen und außen durch 
Pyramiden beliebig genau angenähert 

werden.

Alternative: 
Anwendung des 
Prinzips von Cavalieri.



Herleitung des Volumens anderer Körper

Kegel

Anwendung des Prinzips von Cavalieri
Wir betrachten einen Kegel und eine Pyramide mit gleicher Höhe und flächengleicher 

Grundfläche. Die Schnittflächen Q1 und Q2 gehen durch zentrische Streckung aus den 

flächeninhaltsgleichen Grundflächen G1 und G2 hervor.

Der Streckfaktor ist jeweils !
"
.

Damit ist 𝑄# =
!
"

$
𝐺# und 𝑄$ =

!
"

$
𝐺$

Q1 und Q2 haben also gleichen Flächeninhalt.

Nach Cavalieri folgt die Gleichheit

der Volumina.

 

x
h
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Oberflächeninhalt

Kegel
Die Oberfläche setzt sich zusammen aus

• Kreis mit Radius r

• Kreissektor mit Radius                  (h Kegelhöhe)
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Herleitung des Volumens anderer Körper

Kugel
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Eine Kugel wird in einen geeigneten 
mit Wasser gefüllten Zylinder 

eingetaucht (h=2r).

Das lässt vermuten: 𝑉 𝐾𝑢𝑔𝑒𝑙 = 𝑉 '
&
(𝑉(𝑍𝑦𝑙𝑖𝑛𝑑𝑒𝑟) = '

&
𝑟'𝜋 < 2𝑟 = +

&
𝜋𝑟&



Herleitung des Volumens anderer Körper

Kugel
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Krauter & Bescherer (2012), S. 139



Herleitung des Volumens anderer Körper

Kugel

Prinzip von Cavalieri
Wir vergleichen das Volumen einer Halbkugel mit dem Volumen des Restkörpers aus einem 

Zylinder mit Radius und Höhe r, aus dem ein Kegel mit der Höhe und dem Radius r entfernt wurde.

Für die Schnittflächen auf der Höhe x gilt:

Nach dem Prinzip von Cavalieri folgt
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r 

r 

E 
r

r

x

rxx
x

r

E

𝑉(𝐾𝑢𝑔𝑒𝑙) 	=
4
3
𝜋𝑟&

Alternative: Annäherung durch Treppenkörper
Ähnlich wie bei der Pyramide 
können wir auch bei der Kugel 
einbeschriebene und 
umbeschriebene Treppenkörper 
betrachten.



Oberflächeninhalt

Kugel

Wir stellen uns die Kugel in n kleine Kugelsektoren zerteilt vor, die alle 

Pyramiden sind. Dann ergibt sich das Kugelvolumen für 𝑛 → ∞ als Summe 

der Pyramidenvolumina (deren Höhen dann jeweils r entspricht).
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Fußball und Erde

Wenn man eine Schnur mit der Umkreislänge eines Fußballs 

um 1 m verlängert und wieder um den Fußball legt, hat 

diese überall den Abstand 15,9 cm vom Fußball. 

Wie viel beträgt der Abstand, wenn man eine Schnur um 

den Äquator der Erde um 1 m verlängert? 
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Lösen Sie die 
Aufgabe.



Zusammenschau
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Vergleichen

eine sprachliche Zusammenschau des Begriffs Vergleichen
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Franke & Ruwisch (2010), S. 181
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Zum Nach- und Weiterlesen
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Didaktischer Hintergrund (Primarstufe):

Franke, M., & Reinhold, S. (2016). Didaktik der Geometrie in der Grundschule. Elsevier, Spektrum, Akad. 
Verlag. Kapitel 10 „Messen geometrischer Objekte“
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Längen, Flächen & Volumina II
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Ich kann…
□ Quader, Prisma, Zylinder, Pyramide, Kegel und Kugel definieren.
□ herausfinden, ob zwei Objekte den gleichen Rauminhalt haben und mein Vorgehen begründen.
□ Das Prinzip von Cavalieri beschreiben und anwenden.
□ Das Volumen und Oberflächeninhalt von Quader, Prisma, Zylinder, Pyramide, Kegel und Kugel 

bestimmen und mein Vorgehen begründen.
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Vielen Dank für Ihre Aufmerksamkeit und Mitarbeit 
und bis nächsten Dienstag!


