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1 Eindimensionale Analysis

Definition. Eine Funktion f heift differenzierbar an der Stelle zy, wenn der
beidseitige Grenzwert der Differenzenquotienten

L 1) = (o)

T—x0 T — To

existiert. Diesen Grenzwert bezeichnet man als die Ableitung von f an der
Stelle z, geschrieben f(x¢).

Ableitungsregeln:
Seien f, g, h differenzierbare Funktionen. Dann gilt:

1. Linearitat: Fur A\, u € R gilt:

(Af(z) + pg(x))" = A (2) + pg'(x).
2. Produktregel:
(f(z) g(z))" = f'(2) g(x) + f(z) g'(2).
3. Kettenregel: Fir h(z) = f (g(z)), d.h. f(y) mit y = g(z), gilt:

_df dg _dfdg _

W (z) = - _
@) =3 dx _ dg dx

f(g(x) g (2).

y=g(z)

4. Quotientenregel:

(f(fv)>' f'(x) g(z) — f(x) g'(x)
g9(x) '

5. Ableitung einer inversen Funktion: Fiir eine invertierbare Funktion
f(z), dh. z = f~1(y), gilt:



Definition. Eine Funktion f : D — R mit D C R heifit n-mal stetig dif-
ferenzierbar, wenn f im Intervall D n-mal differenzierbar ist und f(")(z) stetig
ist.

(Schreibweise: f € C™(D).)

Satz (Satz von Taylor). Jede Funktion f € C"™1(D) auf einem offenen Intervall
D lasst sich fiir z,z¢g € D auf folgende Weise nach Potenzen entwickeln:

f@) =3 %f““) (w0) (& — 20)" + Rn(x)

k=0

n

mit Restglied R, (x) = (nil)!f(”“) (&) (x — z0)" ™" und € zwischen z und .

Definition. Das Integral iiber f(z) ist definiert als

b b
F:/ f(z)dx = lim F, = lim tn(z)dx

n— oo n—roo

mit der zu f gehorigen Treppenfunktion, die die Werte f (x;), ¢ =0,...,n—1 an
den Stiitzstellen g = a, 21, . .., z,_1 auf die entsprechenden Intervalle [z;, 2;11],
1=0,...,n — 1 fortsetzt. Dabei gilt: x; = x¢ + ib_T“.

Satz (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung).
(i) Sei f € CY(I,R) eine stetige Funktion. Dann ist fiir jedes o € I im Interval
I die Integralfunktion F': I — R, gegeben durch

P = [ 7(@)d%,

differenzierbar und eine Stammfunktion von f.

(ii) Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion auf [a, b] mit Stammfunktion
F :[a,b] — R. Dann gilt:

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).



Integrationsregeln:

1. gleiche Integrationsgrenzen:
a
/ f(z)dx = 0.

2. umgedrehte Integrationsgrenzen:

/ab Flo)dx = — /b F)dx.

3. Additivitat bzgl. der Integrationsgrenzen:

/ab f(z)dx + /bc fz)dx = /ac f(z)dx.

4. Linearitat: Fiir A\, u € R gilt:
b

/ab(Af(J:) + pg())dx = /\/ab fx)dx + M/a g(z)dx.

5. Partielle Integration:

6. Substitution:

u(b)

b u™ () du b du
/Gf(x)dxz/u_l(a) f(u(t))adt oder /Qf(u(x))dxdx:/u(a) ft)dt.

Satz (Mittelwertsatz der Differenzialrechnung). Sei f : [a,b] — R eine stetige
Funktion in [a,b] und differenzierbar in ]a, b[. Dann gilt:

Fb) ~ fla)

Jzo €la,b[: f'(xo) = b—a

Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f : [a, b] — R stetig. Dann gilt:
b
S0 0] [ fladdx = (z0) (0 ).

2 Mehrdimensionale Analysis

Definition. Sei f : R® — R, x +— f(x1,...,x,). Dann heifit die Ableitung
nach einer Variablen (beim Festhalten aller anderen) partielle Ableitung:

Of _ o f@n o mi Av e wa) = f (1)

&ri T Az; —0 A.’ﬂZ




Satz (Satz von Schwarz). Fiir stetig differenzierbare Funktionen ist die Reihen-
folge der partiellen Ableitungen egal:
0? 0?

mf(xvy) = %f(x,y)

Definition. Das totale Differenzial df von f : R® — R ist gegeben durch:

_ of of o N~Of
df .= 81d1+ +8$ndxn_z -dx;.

Definition. Fiir eine Funktion f : Q@ C R® — R ist der Gradient am Punkt
a € ) gegeben durch:

0x, f(a) e
gradf(a) := : = : f(a).
Ox, f(a) =

Mehrdimensionale Taylor- Entwicklung:
1
F(x) = f(x0) + (Vf(x0)) - Ax + S AXH(x0) Ax + O (|Ax[?)

mit der Hesse-Matrix

02y 0p, f(X0) +++  0z,0s, f(X0)
H(xo) = : :
Oz, Oz, f(%0) -+ 0z,0z, f(Xo)

Definition. Fiir eine stetige Funktion f : Q C R? — R ist das (zweidimen-
sionale) Integral {iber Q = [a, ] X [c, d] gegeben durch:

—1N,-1

/fac y)dxdy := hm lim Z Z fxi,y;) AzAy

z—0 Ay—0

mltNx——undNy— Ay.

Satz (Satz von Fubini).

[osteasas = [ ([ seas)ar = [*( [ st as



Definition. Verallgemeinerung auf R™:
Fiir eine stetige Funktion f: ) C R” — R ist das Integral tiber
Q=1 x Iy x---x I, gegeben durch:

/f(xl,...7mn)dx1...dxn:/dxl/dxz / dx, f (z1, ...
Q I I I

n

Integrale und Notationen:

1. Flichenintegral (2 C R?):

| remaxay= [ feg)  da

Flachenelement

2. Volumenintegral (2 C R?):
/f(m,y,z)dxdydz E/f(:my,z)d?’x
Q Q
E/ f (21,29, 23) d®x
Q

= [ flz,y,z dv
Q ( ) ~~~

Volumenelement

3. Volumen von ) C R3:

V= ldxdydzz/ld?’xz/ld\/
Q Q Q
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