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1. [ Punkte] Hamilton-Funktion im ruhenden Bezugssystem
Ein Objekt der Masse m bewegt sich ohne Reibung in der (x, y)-Ebene. Die Schwerkraft wirkt in
negativer y-Richtung. Sei r =

( x
y

)
.

(a) Bestimme die Lagrange-Funktion L(r, ṙ) = T − V .

(b) Berechne die generalisierten Impulse p =
( px
py

)
.

(c) Führe die Legendre-Transformation zur Hamilton-Funktion H(r,p) = p · ṙ−L(r, ṙ(r,p)) durch.

(d) Stelle die Hamiltonschen (kanonischen) Gleichungen auf. Kommentiere alle vier Gleichungen.

(e) Überprüfe, ob H = T + V gilt.

2. [ Punkte] Hamilton-Funktion im bewegten Bezugssystem
Die Regionalbahn RE 1 (Richtung Koblenz) bewege sich mit konstanter Geschwindigkeit v0 entlang
einer geraden, horizontalen Strecke. Zwei Kinder spielen im Waggon Ball (wahrscheinlich nicht er-
laubt) und werfen sich einen Ball der Masse m zu. Die Koordinaten (x, y) beschreiben die horizontale
(in Fahrtrichtung) und vertikale (nach oben) Position des Balls relativ zum Wagen. Die Schwerkraft
wirkt in negativer y-Richtung.

(a) Bestimme die Lagrange-Funktion L(r, ṙ) relativ zu einem ruhenden Bezugssystem.

(b) Bestimme die generalisierten Impulse p =
( px
py

)
.

(c) Führe die Legendre-Transformation zur Hamilton-Funktion H durch.

(d) Zeige explizit, dass die Hamilton-Funktion H nicht mit der Gesamtenergie T +V übereinstimmt
- weder im mitbewegten noch im ruhenden Bezugssystem.

3. [ Punkte] Teilchen auf einem Zylinder
Ein Teilchen der Masse m bewegt sich reibungsfrei auf der Oberfläche eines Zylinders mit konstantem
Radius R. Verwende Zylinderkoordinaten (ρ, φ, z), um die Position des Teilchens zu beschreiben

r =

ρ cosφ
ρ sinφ

z

 ,

wobei ρ = R konstant ist. Auf das Teilchen wirkt eine äußere Kraft der Form

F = −kr r̂ ,

hierbei ist k eine positive Konstante, r = |r| =
√
R2 + z2 der Abstand zum Ursprung und r̂ = r/r

der Einheitsvektor, der vom Ursprung weg zeigt. Da ρ = R konstant ist, erfolgt die Bewegung
ausschließlich in den Koordinaten (φ, z).

(a) Bestimme das Potential V (r), das zur gegebenen Kraft gehört.
Hinweis: Für konservative Kräfte mit einem radialsymmetrischen Potential V (r) gilt:

F = −∇V = −dV

dr
· ∇r = −dV

dr
· r
r
.

(b) Bestimme die Lagrange-Funktion L(φ, z, φ̇, ż).

(c) Berechne die generalisierten Impulse pφ = ∂L
∂φ̇ und pz = ∂L

∂ż .

(d) Bestimme die Hamilton-Funktion H(φ, z, pφ, pz) = pφφ̇+ pz ż − L
(
φ, z, φ̇(pφ), ż(pz)

)
.

(e) Stelle die Hamiltonschen Gleichungen für z und φ auf.

(f) Beschreibe die Bewegung qualitativ: Was für eine Bewegung findet in z-Richtung statt? Was ist
über die Bewegung in φ-Richtung zu sagen?
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