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1. [Prisenz] Von linearer Kette zum Kontinuum

Zu Beginn der klassischen Mechanik haben wir uns mit den Bewegungsgleichungen einiger weniger
Punktmassen beschéftigt. Danach betrachteten wir starre Korper, die zwar nun eine Ausdehnung
besitzen, aber deren Form sich nicht veréndert, was der Wortzusatz starr impliziert. Doch kénnen
wir unsere Methoden auch auf nicht-starre Kérper ausweiten, beispielsweise ein Gummiband, wel-
ches sich dehnen und stauchen lisst, oder die Saite eines Musikinstruments, die eine tonerzeugenden
Schwingung vollfiihrt? Bei beiden Beispielen handelt es sich um kontinuierliche Korper, die sich
wiihrend ihrer Bewegung verformen. Um zu einer Gleichung zu kommen, die deren Dynamik be-
schreibt, beginnen wir zunéchst mit einem diskreten System aus N Punktmassen gleicher Masse m
die entlang der xz-Achse aufgereiht sind und durch Federn der gleichen Federkonstante k jeweils mit
ihren Nachbarn verbunden sind. Zudem seinen die beiden duflersten Massen durch gleichartige Fe-
dern mit festen Wénden verbunden. Das System sei zwischen den beiden Winden vorgespannt und
die neue Gleichgewichtslinge der Federn werde mit [ bezeichnet, sodass sich die i-te Masse an der
Position 77 in Ruhe befindet. Als geeignete generalisierte Koordinaten wéhlen wir dir Auslenkungen
q;, die die Verschiebung aus der Gleichgewichtsposition beschreiben. Die dufleren Winde stellen wir
dann durch zwei zusétzliche, unbewegliche Massepunkte dar, d.h. qo(t) = gn41(t) = 0 (vgl. Skizze).
Der Einfachheit halber wollen wir nur longitudinale Auslenkungen betrachten (also Auslenkungen
in z-Richtung).

(a) Nutze den Lagrange-Formalismus, um zu zeigen, dass die Bewegungsgleichung der i-ten Aus-

lenkung
md; = k(¢iv1 —2¢i +qi—1), i=1,2,..., N (1)
lautet.
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Abbildung 1: Skizze des Kettenschwingers aus N schwingenden Massen, die mit ihren Nachbarn jeweils
mit Federn der Federkonstante k verbunden sind. Wir bezeichnen die Auslenkung aus der Gleichgewichts-
lage der i-ten Masse als ¢;(t). Die Tatsache, dass die Kette fest eingespannte Enden besitzt, driicken wir
durch zwei zusétzliche, unbewegliche Massen aus: ¢o(t) = gn11(t) = 0.

(b) Wir wollen nun einen Kontinuumsibergang vollziehen, indem wir die Anzahl der Schwinger

gegen Unendlich gehen lassen, N — oo, wihrend die totale Lénge sowie die Gesamtmasse der
Kette erhalten bleiben soll. Uberlege dir, was dann fiir den Gleichgewichtsabstand I gelten muss,
was fiir die Betrdge der einzelnen Massen m. Was gilt zudem fiir die Federkonstante k, wenn
auch die auf Vorspannung der Kette mit der Kraft F' ~ k[ konstant bleiben soll.
Hinweis: Wihrend des Grenziibergangs der einzelnen Massen m wechselt man von der Betrach-
tung der Masse zur Betrachtung der Dichte p = m/l (in unserem eindimensionalen Fall einer
Lingendichte). Welche Bedingung ist beim Ubergang an diesen Quotienten zu stellen, wenn die
Gesamtmasse erhalten bleiben soll?
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Beim Kontinuumsiibergang wird aus der diskreten Position 4 eine kontinuierliche Variable z, d.h.
statt N Funktionen g;(t) betrachten wir eine zweiparametrige Funktion ¢(z, ). Daher haben wir die
auftretende Zeitableitung als eine partielle Ableitung zu verstehen. Wir wollen uns nun der rechten
Seite der Differenzialgleichung (1) zuwenden und zeigen, dass wir diese im Limes [ — 0 als partielle
Ableitung schreiben kénnen.

(¢) Gib die Taylorentwicklung der Funktion ¢(z + 1) und g(x — ) um ! = 0 (der Einfachheit halber
lassen wir die Zeitabhingigkeit weg) bis zur zweiten Ordnung an. Nutze diese, um zu zeigen, dass

2
es sich bei der rechten Seite bis auf einen konstanten Faktor um die Ableitung 9 aqz(f ) handelt.

(d) Vollziehe nun den Grenziibergang und zeige, dass daraus die Wellengleichung

1 0%(a,t)  0%q(a,t)

2 Ot? 0x?

resultiert. Gib die Phasengeschwindigkeit ¢ an und weise nach, dass diese tatséchlich die Einheit
einer Geschwindigkeit hat.

Anmerkung: Zur Vereinfachung wurden hier nur longitudinale Schwingungen untersucht, also ent-
lang der z-Richtung, in die der Kettenschwinger gespannt ist. Eine Gitarrenseite hingegen fiithrt
transversale Schwingung durch. Auch hier lidsst sich eine identische Gleichung aufstellen. Dazu sei
die Vorspannung der Seite durch eine Kraft F' gegeben. Nehmen wir die transversale Auslenkung
(beispielsweise in y-Richtung) als hinreichend klein an, kann die Kraft entlang der Feder immer
noch gleich dem Wert F' in der Gleichgewichtslage angenommen werden. Fiir die Riickstellkraft zwi-
schen den beiden Schwingern ¢ und ¢ + 1 gilt dann mit dem Winkel der Auslenkung « (siehe Skizze
unterhalb):

—F Qz‘+1l— 4di .

Dies fithrt dann auf eine Differenzialgleichung dhnlich zu (1), in der wir k& durch F/I ersetzen.

F sin(a) = F tan(«)

F sin(«)

1 1+1

Abbildung 2: Skizze fiir die vertikale Auslenkung des Kettenschwingers.
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2. [Prisenz] Physikalisches Pendel - Akt II
In der vorherigen Ubung haben wir das physikalische Pendel kennengelernt. Dabei handelt es sich um
einen starren Korper, der um einen Aufhingepunkt O schwingt. Positionieren wir unseren starren
Korper gerade so, dass seine Drehachse durch O parallel zu einer der Haupttriagheitsachsen liegt,
ldsst sich fiir die Auslenkung ¢ die einfache Bewegungsgleichung

Mgds
O

¢= sin(p)

herleiten. ©¢ bezeichnet dabei das Tragheitsmoment beziiglich der Aufhéingung O. Durch die spe-
zielle Wahl der Drehachse im Bezug auf die Hauptridgheitsachse bleibt ©p auch im raumfesten
Koordinatensystem S konstant. Weiterhin beschreibt dg den Abstand des Schwerpunkts S, zur
Aufhdngung O und M die Gesamtmasse des Pendels.

(a) Wir wollen nun ein physikalisches Pendel betrachten, welches sich aus einem diinnen Stab der
Lénge £, mit Masse m,. und einer diinnen Scheibe mit Radius Rq und Masse m,4 zusammensetze.
Am unteren Ende des Stabes sei die Scheibe an ihrem Mittelpunkt C befestigt, entsprechend
schwinge die Konstruktion um das andere Ende des Stabs um die Aufhingung O. Wie lautet
das Tragheitsmoment O dieses zusammengesetzten Pendels? In welcher Entfernung dg liegt
der Schwerpunkt der Konstruktion beziiglich ihrer Aufhdngung?

(b) In der Néherung fiir kleine Winkel lautet unsere Differenzialgleichung ¢ = —Megiods o= —-w?o.

Dabei ldsst sich w als die Frequenz der Schwingung identifizieren. Nutze dies, um einen Aus-
druck fiir die Periodendauer Tp» der Schwingung des zusammengesetzten Pendels aus Teil (a)
anzugeben.

Hinweis: Formuliere das Ergebnis so, dass nur noch die Massen und Ausdehnungen (¢, bzw.
Ry) der Kérper auftauchen.

(c) Die Scheibe sei nun so befestigt, dass sie sich frei mit der Schwingung mitdrehen kann (be-
trachte den Fixpunkt F' in der Skizze). Wie #ndert sich das Trigheitsmoment? Ist die Perioden-
dauer grofler oder kleiner im Vergleich zum vorherigen Aufgabenteil? Gib eine physikalische
Begriindung fiir dieses Ergebnis.

Abbildung 3: Skizze des zusammengesetzten physikalischen Pendels. Man beachte die Lage des Fixpunkts
F fiir die fest angebrachte Scheibe (links) und die frei drehende Scheibe (rechts). Die Systeme schwingen
um die z-Achse, welche hier aus die Zeichenebene herausragt und stets parallel zur korperfesten z*-Achse
liege.
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