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1 Newtonsche Mechanik

Newtonsche Axiome:

1. Kraftefreie Korper bewegen sich geradlinig und gleichformig.

2. Beschleunigung a := %v ~ F (allgemeiner: p = F)

3. actio = reactio
4. Lineare Superposition von Kréften

Drehmatrizen:

1 0 0
R.(@)=| 0 cosa —sina
0 sina cosa

cosf 0 sinpg

R,(8) = 0 1 0
—sinf 0 cospf

cosy —siny 0

R.(y)=| siny cosy 0
0 0 1

2 Das D’Alembertsche Prinzip

Zwangsbedingungen:

e holonom: f, (ri,...,ry,t)=0,u=1,...,A
vollsténdiges/totales Differenzial df, = Ef\; Vi fu - dr; + agt“ dt=0

e nicht holonom: vazl a,;(ri,...,ry,t)-dri+ay (r1,...,ry,t)-dt =0
aber: es existiert kein integrabler Faktor g,, so dass g,a,; = Vi, fu

e rheonom: zeitabhiangige Zwangsbedingung

e skleronom: nicht explizit zeitabhangige Zwangsbedingung



virtuelle Verriickungen {dr;}: infinitesimale Anderung der Koordinaten, die
zu fester Zeit (0t = 0) die Zwangsbedingungen erfiillen.

reale Verriickungen dr;: infinitesimale Anderung der Koordinaten in Zeitin-
terval d¢ entlang der Bahn

Methode der Lagrange-Parameter: (zur Hintergrundinformation fiir
TPI+II fiir Lehramt)

Allgemeine Notation: r; — x;,X; — Kj,r; — xj,a,, Ve, [, — (;S;‘ mit
i=1,...,N,5=1,...,3N

1. Addiere Nebenbindungen mit Lagrange-Multiplikation A,:

3N A
Z (mjs'éj - Kj - Z)\Mgby) (SCL'j =0

j=1 p=1

2. Eliminiere dz1, ..., dx aus den Nebenbindungen. Dann sind §zp41,...,0zN
frei wahlbar.

3. Bestimme Aq,..., \j, so dass

A
myi; = Kj = M\l =0 filrj=1,...,A

p=1

und somit
3N A
Z (m]u’.ﬁj — Kj — Z )\H(t)(ﬁy) (S{I?j = 0
j=A+1 u=1

4. Lagrange-Gleichungen 1. Art:

A
myiy —Kj =Y Mg =0
pn=1

Also fiir holonome Zwangsbedingungen:



Kochrezept der Lagrange-Gleichungen 2. Art:

1.

3

Auswihlen generalisierter Koordinaten: g¢i,...,qy, die die (holonomen)
Zwangsbedingungen erfiillen: r; = r;(q1,...,qf,t) = r;(qx,t)

. Berechnen von Geschwindigkeiten v; (g, gk, t) = %ri(qk, t)
und kinetischer Energie T'(g, i, t) = %Zivzl mivi(qe, Gr,t)>

Potenzielle Energie fiir konservative Krafte: V(qy,t) = V(ri(gk, 1))
= Lagrange-Funktion L(qx,dx,t) = T(qx, dx,t) — V(qr,t)

(Potenzielle/Lage-) Energie fiir nichtkonservative Kréfte: Q; = Zfil Xiaiqri(ql, e
J

Aufstellung der Bewegungsgleichungen (j = 1,..., f):

d /0 0 d /0 0

Losen der Bewegungsgleichungen

Das Hamiltonsche Prinzip

Variationsidee:
Sei I:C? — R,q(t) — I[q] = fttf dtF(q,q,t) ein Funktional.
Suche q(t), so dass 0I[q] = 0, d.h. I wird extremal.

Annahmen fiir variierte Bahnen:
Zu jedem t aus ¢t; < t < ty wird dem Punkt q(t) auf der realen Bahn ein
varilerter Bahnpunkt q'(¢) zugeordnet. Dabei gilt:

1.
2.
3.

=~

q'(t) e C?

- d'(t1) = q(t1) und q'(t2) = q(t2) Also gilt: dq'(t1) = dq'(t2) =0

Variationsrechnung:

1

2

. Extremum einer Funktion f(x) einer Variablen:

51(x) = fla +02) — f(2) = < f(a)ow = 0

d
= ) =0beiz = z*
dx
. Extremum einer Funktion f(z1,...,2y) mehrerer Variablen:
N af
Of = f(xy +0xy,...,2n +dzN) — f(z1,...,2N) = %&ci:
i=1 "
0
= / =0beiz; = ]
3$i

7Qf,t)



3. Extremum eines Funktionals f[z] einer Funktion z(¢):

X1y ..,y — xz(t)
0x1,...,0xy — dz(t)
N t
N9 I L |
5f—;6$i5:c2—>5f—/t1 dtax(t)éo:(t)

Mit fla] = [ dtF(x(t)) folgt:

2 qF

5f = fla(t)+5(0)-fle(t) = [ dF@(O+520)~Fa@)} = [ at st =0

t1 t1

und somit 52{0 =94E = 0 bei z(t) = 2*(t)

Satz. Die Eichtransformation

d
L I'= L+ o M(q,1)

mit beliebiger Eichfunktion M lasst die Euler-Lagrange-Gleichungen invariant.

4 Hamilton-Formalismus

Kochrezept der Hamiltonschen Gleichungen:
1. Auswahlen generalisierter Koordinaten: ¢1,...,qy
2. Transformation r; = r;(¢1,...,qs,t) und ¥, = #;(q1,...,qf, 41, -, d¢, 1)
3. Berechnen der Lagrange-Funktion L(q1,...,qf,q1,-..,qf,t)

4. Berechnen der generalisierten Impulse p; = g—;
J

und deren Umkehrung ¢; = ¢;(q1,---, ¢, p1,---,Pf,t)

5. Legendre-Transformation H(q1,...,qs,p1,...,pf,t) = Z;c:l 4;pi—L(q1,- .. qf,d1, ...

6. Aufstellung der Bewegungsgleichungen (j = 1,..., f):
. OH q . OH
= un i =—a
q; apj Dj
7. Losen der Bewegungsgleichungen

zur Hintergrundinformation fiir TPI4II fiir Lehramt:

Definition. Kanonische Transformationen sind diffeomorphe Transforma-
tionen (umkehrbar eindeutig, 2mal differenzierbar):

(a,p) — (Q,P) und  H(q,p,t) — H(Q,P,1),

welche die Hamiltonschen Gleichungen forminvariant lassen.

an7t)



zur Hintergrundinformation fiir TPI4II fiir Lehramt:

Definition. Fiir zwei beliebige Observable ¢g(q, p,t) und h(q, p, t) ist die Poisson-
Klammer definiert als:

f
o dg Oh B dg Oh
{9, h} = Z <8Qi Op;  Op; 3%) ’

i=1

zur Hintergrundinformation fiir TPI4II fiir Lehramt:

Satz. Die Poisson-Klammern sind invariant unter kanonischen Transformatio-
nen.

zur Hintergrundinformation fiir TPI+II fiir Lehramt:

Satz. Die Transformation (q,p) — (Q,P) ist genau dann kanonisch, wenn
gilt:
{Qi, Pj} = di5, {Qi,Q;} ={F, P} =0.

zur Hintergrundinformation fiir TPI4II fiir Lehramt:
Bezug zur Quantenmechanik:

klassische Observable g(q, p, t) — quantenmechanischer Operator g : H — H
Poisson-Klammern {g, h} —  Kommutator [g, fz} = gh — hg
fundamentale Poisson-Klammern {gx,p1} = 6 —  [Gk, D] = thdw

{ak, @t} = {pk, 1} =0 [k, @] = [Pr, 1] =0

Hamilton-Funktion H(q, p,t) —  Hamilton-Operator ﬁ(q, b, t)
Bewegungsgleichungen: —  Heisenbergsche Bewegungsgleichungen:

d 2] dg AT a9

% =g H}+ 5 9= klo.A]+%



5 Starrer Korper

Definition. Der Tragheitstensor © ist gegeben durch:

N
=1

Dabei bezeichnet d*) die Koordinaten/den Ort des i-ten Teilchens im korperfesten
Bezugssystem und (d(i))2 =d® .d®,

Analog fiir kontinuierliche Massendichten p:

@jk = /dg’l“p(d) [dQ(Sjk — djdk} .

Definition. Das Tragheitsmoment ©,, bzgl. einer Drehachse i ist gegeben
durch:

o=t 3o [0 - (40 -5)] - £ )
i i=1

mit 12 = (d(i))2 — (d(i) . ﬁ)2 dem quadratischem Abstand des i-ten Teilchens
von der Drehachse 1.

Satz (Satz von Steiner). Sei ©,; der Tragheitstensor eines Korpers der Masse
M in einem im Schwerpunkt zentrierten, korperfesten System S. Sei 5" ein zu
S achsenparalleles, um a verschobenes System. Dann gilt:

@;‘k =0, +M [a26jk - ajak] .

Mit 12 = a2 — (a-hn)® (quadratischer Abstand des Schwerpunktes von der
Drehachse i) folgt fiir das Tragheitsmoment bzgl. n :

0, =6, + M.

Satz (Schwerpunktsatz). Der Schwerpunkt eines starren Korpers bewegt sich
so, als ob die gesamte Masse in ihm vereinigt wiire und die Resultierende Faufen
aller &uleren Krafte in ihm angreifen:

N
M'I'-O — Z F(i)auﬁen _ Fauﬁen'

=1

Satz (Drehimpulssatz). Die zeitliche Anderung des Drehimpulses L entspricht
dem angreifenden Drehmoment M

d® q() — () (2)auBen
iglmzd x d 7;1(1 x F o 775*1\/[
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