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Aufgabe 22 Delta-Funktion

Die Delta-Funktion (genauer Delta-Distribution) wurde zwar nicht von Paul Dirac erfunden, aber er hat ihr
den Namen in Analogie zum Kronecker-§ gegeben. Daher wird die §-Funktion oft Dirac’sche d-Funktion oder
nur Dirac-Funktion genannt. Die §-Funktion findet zahlreiche Anwendungen in der Physik, zum Beispiel in der
Elektrodynamik und der Quantenmechanik. Wir sammeln und zeigen einige FEigenschaften der Delta-Funktion
0(zx), die in der Vorlesung eingefithrt wurde. Die J-Funktion ist definiert iiber die Eigenschaft

/ dzé(x — zo) f(x) = f(zo)

Bemerkung: Die o-Funktion ist keine mathematische Funktion (also keine Abbildung R D Q — R), sondern
eine sogenannte Distribution — eine Erweiterung des Funktionsbegriffs. Mathematisch sauber wird sie als Ab-
bildung aus einem Funktionenraum nach R oder C definiert. Siehe z.B.: https://de.wikipedia.org/wiki/Delta-
Distribution

a) Beweise, dass die Funktionenfolge

1/1 =l/2<x<1/2
dl(@:{/ 2<z <l
0 sonst.

fiir [ — 0 formal gegen die Delta-Funktion konvergiert.

b) Die Ableitung der Delta-Funktion ist definiert durch:

oo

/ dz &' (z — zo) f(z) = — f'(x0)

—00

Uberzeuge dich, dass die Definition kompatibel ist mit iiblichen Differentiations- und Integrationsregeln.
Hinweis: Eine partielle Integration kénnte niitzlich sein.

c) Zeige: 6(x — xzo) = O'(x — xo) mit der Heaviside-Funktion

O(z) =

0 firz<O
1 firz>0

d) In drei Raumdimensionen und kartesischen Koordinaten ist
6(Z — 20) = 0(z — o) 6(y — o) 6(2 — 20)

Bestimme die Darstellung der Delta-Funktion in Kugel- und Zylinderkoordinaten.



Aufgabe 23 Homogen geladene Kreisscheibe

Betrachte eine unendlich diinne Kreisscheibe mit Radius R und Kreismittelpunkt im Ursprung. Die Scheibe
liegt in der (z,y)-Ebene und triigt eine homogene Flichenladungsdichte o.

a) Berechne die elektrische Feldstéirke E = |E| und das Potenzial ¢ auf der z-Achse.

b) Wie verhalten sich F(z) und ¢(z) fir z — fo0?
Hinweis: Verwende eine geeignete Néherung fiir 4/1 + f—;

Aufgabe 24 Ladungsverteilungen und Delta-Funktion

Driicke mit Hilfe der Diracschen §-Distribution in geeigneten Koordinaten die folgenden Ladungsverteilungen als
riumliche Ladungsdichten p(&) aus und iiberpriife das Ergebnis mittels direkter Intergration: Q = [, p(7)d?r

a) Eine iiber eine Kugelschale vom Radius R gleichméBig verteilte Ladung @ in Kugelkoordinaten.

b) Eine iiber die Oberfliache eines unendlich langen Zylinders vom Radius R verteilte Ladung A pro Langeneinheit
(A = Q/1) in Zylinderkoordinaten.

¢) Die iiber eine flache, infinitesimal diinne Kreisscheibe vom Radius R gleichmifig verteilte Ladung @ in
(i) Zylinderkoordinaten; (ii) Kugelkoordinaten.

Hinweis: Erinnere dich an die Delta-Funktion in Kugel- und Zylinderkoordinaten und beachte die richtige
Normierung der Dichten.



