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Aufgabe 34 Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformierte f(k) ist die spektrale Zerlegung von f(z), d.h. sie gibt an, mit welcher ” Gewich-
tung”die harmonischen Funktionen (oder ebenen komplexen Wellen) ¢*# in f(z) vorkommen. In anderen Wor-
ten: Mit der Fourier-Transformation zerlegt ihr eine Funktion in Beitrége aus ebenen Wellen. Sie hat zahlreiche
Anwendungen in der Natur- und Ingenieurwissenschaften.

Die Fourier-Transformation einer Funktion f(z) und die inverse Fourier-Transformation sind definiert als
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a) Zeigt, dass % ffooo dke™* eine Darstellung der §—Funktion ist.

b) Berechnet die Fourier-Transformierte von f(z) = e~%*l (a > 0).

)
c¢) Berechnet die Fourier-Transformierte von f(z) = cos(koz).
d) Berechnet die Fourier-Transformierte einer Gaufifunktion f(z) = \/ﬁe“’”z/ (20%),
e) Sei f(x) = (g h)(x) die Faltung zweier Funktionen g(z) und h(z), d.h.

fa) = = [ ale = whinay

Zeigt, dass f(k) = g(k)h(k) gilt. In Worten: Die Faltung zweier Funktionen wird durch Fourier-Transformation

in ein Produkt der Funktionen iiberfithrt. Faltungen kommen beispielsweise in der Signaltheorie oder in
der Bildbearbeitung vor. (2 Punkte)

f) Wie lautet die Fourier-Transformierte von % flx)?

¢) Findet eine Losung der Differenzialgleichung

(@) + wf(2) = ola)

mithilfe der Fourier-Transformation. Wenn ihr die Differenzialgleichung transformiert, erhaltet ihr eine
algebraische Gleichung. Lost diese und transformieren Sie das Ergebnis anschlieBend zuriick. Denkt dabei
an die Produktregel der Faltung e).

Aufgabe 35 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

Es wurde bereits gezeigt, dass das elektrische und magnetische Feld im Vakuum der Wellengleichung

1 0? 1 92
gehorcht. In dieser Aufgabe werden nun einige Eigenschaften elektromagnetischer Wellen als Losung dieser
Gleichungen hergeleitet.



a) Fiihrte bei Gleichung eine rdumliche Fourier-Transformation durch und zeigt, dass die Fundamen-
tallosungen durch ebene Wellen

E(r,t) = Egeitkr®wrt) g B(r,t) = ByelkrEwnt)

gegeben sind. Bestimmt wg als Funktion des Wellenvektors k.
Hinweis: Aufgrund der gleichen Struktur der Wellengleichungen fiir E- und B-Feld kénnt euch auf ein
Feld beschrianken.

b) Die Losung der Wellengeleichungen sind allgemeiner als die Losungen der Maxwell-Gleichungen. Aus den
Maxwell-Gleichungen lassen sich daher noch weitere Beziehungen zwischen elektrischem und magnetischem
Feld ableiten. Im Folgenden beschriinken wir uns auf Wellen der Form e*(¥"%w?) fiir E- und B-Feld.

Angenommen eine elektromagnetische Welle breitet sich in eine fest vorgegebene Richtung k = ke, aus.
Zeigt, dass jeweils E-Feld und B-Feld senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung stehen.

¢) Zeigt, dass E- und B-Feld senkrecht aufeinander stehen.
d) Bestimmt die Energiestromdichte parallel und senkrecht zu k.

e) Bestimmt die Feldenergiedichte.

Aufgabe 36 Brechung ebener Wellen

Ein grofler Erfolg Maxwells war, dass er die Optik und den Elektromagnetismus auf eine gemeinsame theoretische
Grundlage gestellt hat. Hier wollen wir uns davon iiberzeugen, dass das Brechungsgesetz aus den Maxwell-
Gleichungen folgt. Wir betrachten dazu eine monochromatische ebene Welle beschrieben durch

E(Z,t) = Re {gei(gf_wt)} . B(#,t) =Re [gei(gf_“’t)} .

Verwendet fiir die Rechnung die komplexe Darstellung der Felder. Aus den Maxwell-Gleichungen wissen wir,
dass . L
B=—(kx¢)
c
gilt, wobei n = c¢,/ji€ der Brechungsindex ist. p ist die Permeabilitit und e die Permittivitat (Dielektri-
zitatskonstante) des Mediums. Folglich geniigt es im folgenden, nur die Ausbreitung von E(i"7 t) zu betrachten.

Auf eine Grenzfliche mit Normalenvektor 77 zwischen zwei Medien féllt eine elektromagnetische Welle ein und
wird zum Teil gebrochen, zum Teil reflektiert.

In dieser Aufgabe werden nun einige Eigenschaften elektromagnetischer Wellen als Losung dieser Gleichungen
hergeleitet.

a) Uberlegt euch, warum an der Grenzfliiche zu jeder Zeit und an jedem Ort die Phasenbedingung
expli(ke® — wet)] = expli(krZ — wyt)] = expli(ky — wyt)]
erfiillt sein muss. Die Indizes e, r, g stehen fiir die einfallende, reflektierte und gebrochene Welle.

b) Leitet daraus we = w, = wy, @ = o’ (Einfallswinkel gleich Ausfallswinkel) und das bekannte Brechungs-
gesetz
sina _ ng
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ab. Die Brechungsindizes n; sind definiert als n; = \/€;11;.
Hinweis: Beachtet, dass w = k/,/eq gilt.



