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Allgemeine Relativitatstheorie ist eine Theorie der Gravitation

dazu muB die ‘Spezielle Relativitatstheorie' erweitert werden

Physik auf groBen Langenskalen und fiir groBe Massen
(Sonnensystem und groBer, Sterne und schwerer)

heute auch mit technologischen Anwendungen (GPS)

Theorie der klassischen Physik, ohne Quanteneffekte
ungewohnlich: groBe Bedeutung der Zeit-Raum-Geometrie

1687 I. NEWTON: Principia

1845/46 U. LEVERRIER: Vorhersage der Existenz des Planeten Neptun
gefunden von J. GALLE & H. D’ARREST

~1900 U. LEVERRIER, S. NEWCOMB: unerklarte Storungen in der
Merkurbahn



Vergleich mit bekannten klassischen Theorien

Gravitation Coulomb (el-stat.)
M 1
F=-¢""e, F— N,
r2 dmeg r?

falls Masse M = M(t) zeitabhangig  falls Ladung g1 = q1(t) zeitabhangig

F(t) _ —GmM(t)er F(t) o 1 Ch(t)cbe

r2  4meg  r2 r

im Elektromagnetismus ist
Ausbreitungsgeschwindigkeit endlich
also retardierte Kraft

2 q=qi(t—r/c)
: = mit spezialler Relativitat
kompatibel

muB man Newton's Gleichungen so verandern, daB M = M(t — r/c)
* wiirde sehr einschneidende Anderungen der Newtonschen Theorie verlangen
* 50 auch inkompatible mit astronomischen Beobachtungen



Gravitationsfeld g = %F analog zum. el. Feld E = LF
das Newton’sche Gesetz schreibt sich also

GM GM
g=——T5e=-Vo . o()=-""

r

Das Gravitationspotential ¢ = ¢(r) erhalt man aus einer Feldgleichung

V3 = 0 ; Vakuum — Laplacegleichung
V2¢ = 4nGp ; Materie - Poissongleichung

N.B.: wegen V1 = —474(r), hat man fiir Massenpunkt die Dichte p(r) = M5(r)
und damit V°¢ = 4rGMS(r) und endlich ¢ = — <M wie es sein sollte

Schwierigkeit: das ist eine Gleichung fiir nur ein Feld ¢ = ¢(r),

keine Moglichkeit einer Zeitabhangigkeit
= inkompatibel mit spezieller Relativitat, die Zeitabhangigkeiten in Form
sogenannter Vierervektoren (t, r) verlangt



notig: konzeptuelle Basis !

Relativitatsprinzip

Fiir zwei Inertialsysteme, mit einer konstanten Relativgeschwindigkeit
zwischen ihnen, transformieren sich die Naturgesetze kovariant.

dafiir gibt es zwei bekannte Formulierungen:

(a) nicht-relativistische Form

‘t’ =t , r=r—vt ; Galilei-Transformation

d?r(t)

< wird unter Galileitransformation

2. Newton’'sches Axiom F = m

mdzr’(t) _ d?r(t)

dt? m dt? =F

F =

(b) allgemeine Form, fiir beliebige Geschwindigkeiten

t—v-r/c? ,  r—uvt

Jiovez T iy

t' = Lorentz-Transformation

mit c¢: Lichtgeschwindigkeit. Ist Kovarianzgruppe der Maxwellgleichungen.



1.1 Aquivalenzprinzip
GALILEI ~ 1600 alle Kérper fallen im Schwerefeld gleich schnell

Experiment: man I3Bt im Vakuum eine Feder und eine Stahlkugel gleichzeitig fallen
und beobachtet den Zeitpunkt des Aufschlagens auf dem Boden
fiir ein nettes Video dazu, z.B.: https://www.youtube.com/watch?v=E43-CfukEgs

Einsteins Gedankenexperiment: wiederhole das Fallexperiment zweimal, einmal
im Schwerefeld g, zum anderen unter einer konstanten Beschleunigung a=g
Ergebnis: beide Experimente liefern das gleiche Resultat !

ad 1 Wiederholung des Galilei'schen Experiments
ad 2 wegen des Tragheitsprinzips bleiben die Kérper wo sie sind und das
Labor bewegt sich

Experimentell kann man nicht unterscheiden, ob man
(1) in einem Gravitationsfeld ist oder (2) im leeren Raum beschleunigt ist

Aquivalenzprinzip (EINSTEIN 1911)
‘ Ein beschleunigtes Bezugssystem ist aquivalent zu einem Gravitationsfeld




Aquivalenzprinzip (EINSTEIN 1911)
Ein beschleunigtes Bezugssystem ist aquivalent zu einem Gravitationsfeld

Grundlage jeder relativistischen Gravitationstheorie

Konsequenz:

* Teilchen, mit Beschleunigung a: F = m;a,
mit m;: trage (inertiale) Masse

* Teilchen, im Gravitationsfeld g: F = m,a,

mit mg: schwere (gravitationelle) Masse
fiir frei fallendes Teilchen gelten beide Relation und die Krafte sind gleich

s Lp_Me

mj mj
Galilei-Experiment: mg/m; hat den gleichen Wert fiir alle Materialien !

mit passender Wahl der Einheiten: | m; = mj,

Trage und schwere Massen sind grundsatzlich gleich. ‘




Aquivalenzprinzip (EINSTEIN 1911)
‘ Ein beschleunigtes Bezugssystem ist aquivalent zu einem Gravitationsfeld

‘ Trage und schwere Massen sind grundsatzlich gleich.

N.B.: trage Masse m;: Masse der Materiebausteine + Bindungsenergie
= die gravitationnelle Bindung tragt zur Bindungsenergie bei
= starke nichtlineare Effekte

a contrario: der Elektromagnetismus a la Maxwell ist linear,
da das elektromagnetische Feld selber keine elektrische Ladung hat



Das Eotvos-Experiment

Drehwaage, mit zwei Massen aus verschiedenen Materialien
zunachst Ruhestellung & Gleichgewicht

= Finertie = Fcentrifuge

Mo

15
my : f
] M
Go

Gy

Quelle: wikipedia
man dreht den kompletten Apparat um 180°
falls m;/mg # 1 Rotationsbewegung
Ergebnis: keine Bewegung !

Math. Naturwiss. Berichte aus Ungarn 8, 65 (1890)
“Wenn liberhaupt eine Differenz der Schwere der Kérper von gleicher Masse, jedoch

verschiedener Substanz vorhanden ist, ist diese ... kleiner als ein Zwanzigmillionstel.”



klassisches Eotvos-Experiment: Rotation der Drehwaage im Labor
alternativ kann man die Erdrotation benutzen, um den Apparat zu drehen
falls Massen aus Gold (Au) und Aluminium (Al), hat man:

Grav-kraft der Sonne auf Au: Fa, = %\/’(mg)Au

Beschleunigung in Richtung Sonne: ap, = %‘4 (%)A
! u

Sei ferner % =1+ 9. Dann Drehmoment auf der Drehwaage (Armlange 2¢)

7= 2 [(mg) v~ (m) ]

Im Allgemeinen, T = la, | = m; 2 Tragheitsmoment. Damit wird der Drehwinkel

GM
a = W (5Au - 5A1)

12h spater: Rollen von Au und Al sind vertauscht = periodisches Signal in «
Abwesenheit eines solches Effektes

§<3-10713

SCHLAMMIGER et al., PHYS, REV. LETT. 100, 041101 (2008)



also maximale Differenz zwischen trager und schwere Masse, % =1+6
§<3-101

N.B.: impIiZite HYPOthesei Mj Beschleunigung = Mi Rotation
scheint bisher nicht explizit gepriift

N.B.’: dies ist ein lokales Experiment !
Beschleunigungen konnen Gravitationsfelder nur in einem Punkt kompensieren
sonst Gezeitenkrafte oder Effekte der Raumkriimmung



1.2 Optik und Gravitation
in der Mechanik, nach dem Aquivalenzprinzip, sind Beschleunigungen
und Gravitation ununterscheidbar
gilt das auch fiir die Optik
(a) Lichtstrahl, der gegen ein Schwerefeld steigt

Frequenz v, Energie E = hv, mit h: Planck’'sche Konstante
andererseits (spez. Relativititstheorie) E = mc?
E hv
‘Photonenmasse’ m=—5=—
c c

beim Aufsteigen wird die Arbeit geleistet W = mAU, U: Gravitationspotential
nach dem Anstieg haben die Photonen die Energie E/ = E — W = h/

v = (1~ 8)
Frequenzanderung Av :=v — v/

Av AU

v c?

N.B.: Anleihen bei Quantentheorie nicht wirklich nétig, da h aus Endergebnis herausfillt



(b) Lichtstrahl, in beschleunigtem Labor Hohe H
* Lichtstrahl verlaBt Quelle S zur Zeit t = 0,

die Quelle wird nach oben mit a konstant beschleunigt
* Lichtstrahl kommt bei Beobachter B an zur Zeit t = H/c.

Zu dieser Zeit hat B die Geschwindigkeit v = at = aH/c.
* zwei Wellenberge starten in S mit dem Zeitintervall dt =
(1) Betrachtung a la Galilei: Zeitintervall zwischen Maxima in B:

dt/ =dt+ At =dt+v& =de(1+¥) =1
! 1 v Av v aH

v __ v ~ Y — 4a
:>7_1+v/c_1_c = v — ¢ c?

(2) Korrektur aus spez. Relativitatstheorie:

1
v

V,

;L B v _1 . V2 1/2
dt—’y(dt—i—At)—’ydt(l—l—f)—f , V= 1——2
+

der Korrekturfaktor ist quadratisch in v/c, also in fiihrender Ordnung "7/ ~1-— %

Av v _H AU

v c c? c?

da fiir Schwerefeld AU = aH = gH. Aquivalenzprinzip bestatigt.



Pound-Rebka-Snider Experiment

direkte Messung der Frequenzverschiebung

urspriinglich in einem Turm von = 22[m] Hohe = Av/v ~ 10715

das ist weniger als die natiirliche Linienbreite ! Dazu Kerne in Bewegung !
= verwende MoBbauereffekt fiir Resonanzabsorption

Durchfiihrung mit 57 Fe, da dann MoBbauereffekt bei Raumtemperatur

Pound — Rebka Experiment

*'Fa detector :
T “'Fa sourca
g:anr:\)r:qmnwns — Doppler redshift
B state Af/f=v/c
=L v=caf/f
= =7.38x107m/s
Where

rcsmnemess Y. SPeEd Of the detector

57Fe excited Measured = 7.5 x 107
B state

Off by 1.6%

226m gamma photons
launched ugward
;‘;"rFe source

5

“Fe detector

‘erste Experimente Genauigkeiten von ~ 1%, heute ~ 0.01%

Gravity probe A, VESSORT et al., Phys. Rev. Lett. 45, 2086 (1980).



fir numerische Anwendungen: spharische Massenverteilung = Stern (!).

Dann Gravitationspotential U(R) ci

~ TR

Av
14

GM _126M1 1%
R2 2 2 R

2R

hierbei ist | % := 2GMc 2| der Schwarzschildradius.

mit R: Sternradius. Daher

Objekt Masse [kg] Radius m] % m] %/R
Kern 1026 10-1° 10723 10738
Atom 1026 1010 10723 10743
Mensch 100 1 107 1072
Erde 6-10% 6106 0.009 107°
Sonne 2.1030 7-108 3000 10°°
weiBer Zwerg 2.10% 107 3000 0.0003
Neutronenstern 2.1030 104 3000 0.3

Galaxie 104 1021 1014 1077

= Relativistische Effekte dominant, falls %7 /R ~ 1.



alternative Darstellung: Zeitdilatation durch Gravitation
Frequenzanderung durch Grav-feld: % = %
in B empfiangt man das in O emittierte Signal mit Frequenz v/ < v

aber: kein Wellenmaximum ist unterwegs ‘verloren gegangen' !

= |in der Nahe schwerer Massen ist der Gang von Uhren verlangsamt

falls man in B pro Zeiteinheit vg Wellenlangen emittiert, empfangt man,
bei physikalisch gleichem ProzeB, nur vp = vg — Av Wellenlangen
eine Uhr in O miBt also die Zeit
vg—Av Av AU
To = 2Ty — (1- &) To = (1- 84 Te
wahrend im Orte B die Zeit Ty verstreicht

zur Verdeutlichung: nehme Uhr B im Unendlichen, Uhr O auf einer Kugel
der Masse M und mit Radius R. Dann

1%

eine Uhr auf der Sonnenoberfliche ist um 10~° in Bezug auf eine Uhr auf der Erde verlangsamt
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1.3 Krimmungen

neues Gedankenexperiment aus der Optik:
ein Lichtstrahl dUrCthere horizontal einen Kasten Quelle: L. Ryder General Relativity (2009)

BN

(@) (b)

Ta

(a) in Ruhe (b) mit konstanter Beschleunigung a

Feststellung:
im beschleunigten Fall Licht auf einer parabolischen Bahn - gerade Bahn !

mit Aquivalenzprinzip: das Gleiche muB auch fiir Bewegung von Licht im
Gravitationsfeld gelten




zur Erinnerung: Fermat’sches Prinzip:
‘ das Licht breitet sich so aus, daB die Laufzeit minimal wird ‘

zur Erinnerung: daraus alle Gesetze der geometrischen Optik
(geradlinige Ausbreitung; Snell'sches Brechungsgesetz etc.)

’ in einem Gravitationsfeld ist die kiirzeste Linie zwischen zwei Punkte keine Gerade‘

K5 alle Bewegungsgesetze miissen fir gekrimmte Raume formuliert werden

‘

C=2ma C<2ma C>2ma
Zero curvature Positive curvature Negative curvature

Bildquelle: L. Ryder General Relativity (2009)



wie kann man eine Raumkrimmung messen

‘

C=2ma C<2ma C>2ma
Zero curvature Positive curvature Negative curvature

I5” priife geometrische Eigenschaften wie Umfang C oder Flache A eines Kreises

Kugel | C <2ma A< ma® positive Kriimmung
Ebene | C =27a A =72’ keine Kriimmung (flach)
Sattel | C >27ma A > ma®> negative Kriimmung
* um eine Kugel auf die Ebene abzubilden, muB man sie ‘zerreiBen’
* um einen Sattel auf die Ebene abzubilden, muB man ihn ‘liberschieben’

¥¥” | Kriimmung ist eine intrinsische Eigenschaft eines Raumes‘




2. Spezielle Relativitatstheorie
2.1. Lorentztransformation
wir beginnen mit einer Wiederholung der Grundlagen der speziellen Relativitatstheorie
betrachte Inertialsysteme |: (t,x,y,z) und I': (t/,x',y’, Z)
diese habe eine konstante Relativgeschwindigkeit v
wie beschreibt man den Ubergang von | nach I’

(a) Galilei-Newton: sei v = vex, dann Galileitransformation

t =t , X/:X—Vt, y':y, 7=z

mit der inversen Transformation t =t/, x=x"+vt', y =y’ z= 7.

w

fiir / = 1" = 1” hat man | = /" mit
t'=t=t,x"=x-wt'=x—(v+w)t,y' =y =y, 2/ =7 =2,
so daB die Relativgeschwindigkeit u zwischen | und I" ist

N.B.: dies ist eine Gruppeneigenschaft — Galileigruppe



Galileitransformationen auf Maxwell'sche Elektrodynamik anwendbar
NEIN, denn es gibt eine universelle Geschwidingkeit

c= ~ 3-108[m/s]

Diese Lichtgeschwindigkeit ist eine absolute Geschwindigkeit ! Das ist mit
Galilei-Relativitat inkompatibel, vgl. Additionstheorem.
(b) fiir Elektrodynamik: sei v = ve,, verwende Lorentztransformation

VX v2\ "2
t'zv(t——) ,X/:'y(x—vt),y’:y,zlzz ;72(1—)

verschiedene Formen des Relativitatsprinzips in Mechanik und Elektrodynamik
Kompatibilitdat mit universeller Geschwindigkeit

LORENTZ 1899-1904; POINCARE 1905-1906; MINKOWSKI 1905-1909; .. .; MICHELSON-MORLEY EXPERIMENT 1886 ...



2" EINSTEIN 1905: ‘ Lorentztransformation folgt aus Relativitatsprinzip

Beweis: fiir eine geradlinige Transformation, ohne Rotationen

allgemeiner Ansatz fir Koordinatentransformation, mit Relativgeschwindigkeit v

t' = a(v)t+b(v)v-r
ro= c(v)r+d\(/2v)v(Vor)+e(v)vt

wobei die (skalaren) Funktionen a, b, ¢, d, e zu bestimmen sind.

Da keine Rotationen, nur Abhangigkeit vom Betrag v = |v|.

(1) Der Ursprung von I’ bewegt sich mit Geschwindigkeit v.
Das bedeutet: falls r = vt, dann muB gelten r' = 0.

= r’:cvt+dvt+evt:(c—i—d—i—e)vtéo = |c+d+e=0

(2) Die inverse Transformation hat Relativgeschwindigkeit —v.
t = a(v)t' —b(v)v-r

d(v)

v2

r = c(v)r + v(v-r) —e(v)vt



einsetzen ergibt zunachst fiir die Zeittransformation:

t' = (a® —bev?)t'+ b(c+d—a)r-r = |a*—bev’=1,a=c+d

und dann fiir die Raumtransformation

cd d?
r'=cr + (—ce — de + ae)t' + v(v - r) (2\/2 + == eb)

woraus folgt: [c> =1, a=c+d, 2cd + vz(“/’—; —eb) =0|

man kann fixieren ¢ = ¢(v) = 1, da ¢ = —1 eine Rotation um 180° ware
(vorher ausgeschlossen). Dann bleibt

1-— a2

d=a—-1,c=1,e=-a, b= 5
av

= es bleibt nur noch eine Funktion a = a(v) unbestimmt.



(3) Additionstheorem der Geschwindigkeiten:

fir | 5 1" % 1” hat man [ = I" mit u = u(v,w) nehme v|w/ ex
1—a%(v) 1—a%(w)
t/ — t t// — t/ /
a(v)t+ el ro, a(w)t' + “waw)
r' = a(v)r —va(v)t , r"=a(w)r' — wa(w)t
und man erwartet ebenfalls die gleiche Form fiir / = |
1— 2
t" = a(u)t + ua‘zu()U)r , " =a(u)r — va(u)t

t//

I
N
5]
—_~
<
N
Y
—~
<
N—r
|
5
—~
<
N—r

—
\
—_ QJN
5
<
N
~
~
+
7 N
—_
\
)
N
~—~
<
N

—a%(v
——a(v)+ a(w)l()> r

va(v)

7= (aw)alv) - walw)



Vergleich: Hintereinanderausfiihrung von / %

¢ = (a(w)a(v) ~va(v) 1= 32(W)> t+ <1 =2 ) 4 a(w) 22 W)

wa(w)
1—a%(
va(v)

o= (a(w)a(v) — wa(w)
mit erwarteter direkter Form fir | — "

1—a%(u)
t// — t /"
a(u)t + BP0 ro,or

="

= a(u)r — va(u)t

V)> r— (a(w)va(V) - wa(w)a(V)> t



Vergleich: Hintereinanderausfiihrung von | = " % |”

v = (a(w)a(v) —va(v) = az(W)> + <1 =2 ) 1 o)1)

wa(w) wa(w) va(v)

o= (a<w>a(v>wa(w)lvaj’i()”))r— (sw)vatv) — watwya(v) )

mit erwarteter direkter Form fiir | — "

t" = a(u)t+ ! ua‘zi()U)r , r"=a(u)r — va(u)t

das ergibt dann die Funktionalgleichung

a(u) éa(W)a(v)_ Va(v)].—a2(W) 1—32(\/)

va(v)

= a(w)a(v) — wa(w)

wa(w)

)



Vergleich: Hintereinanderausfiihrung von | % [ % |”

732 w 732 w 782 v
t" = (a(w)a(v)—va(v)lW ( )>t+<1 ( )a(v)+a(W)1 )

7= (atw)atw) - walw) T ) - (aalv) - walwa(v) )

mit erwarteter direkter Form fiir | — "

1-— a2(u)r

t" = a(u)t + )

. r"=a(u)r — ua(u)t

und man bekommt so eine Relation zwischen a(v) und a(w)




Vergleich: Hintereinanderausfiihrung von | % [ % |”

t = (a(w)a(v) — va(v) Wa2(w)> £+ <1 —W) ) 4 a(w) a2(v)> r

wa(w) va(v)
V)

7= (atw)atw) - walw) T ) - (aalv) - walwa(v) )

mit erwarteter direkter Form fiir | — "

1-— a2(u)r
ua(u)

/"

t" = a(u)t + . r"=a(u)r — ua(u)t

und man bekommt so eine Relation zwischen a(v) und a(w)




und diese Beziehung 1aBt sich wie folgt umschreiben

1-a%(w)  1-2a(v)

= = —K? = cste.
w?a?(w) v2a?( eske

= Konstante K kann von keiner der Relativgeschwindigkeiten v, w abhangen
= K ist eine universelle Konstante und hat die Dimension einer
inversen Geschwindigkeit

I5" | das Relativitatsprinzip liefert die Existenz einer absoluten Geschwindigkeit

in Ubereinstimmung mit der Elektrodynamik wihlt man

Explizit hat man dann

—1/2
a(v) = (1- K22) 2 = <1 - V2> , b(v) = —K2a(v) = —"”EZ)

Das ist die angekiindigte Form der Lorentztransformation. QED.

Quelle: R. Sexl, H. Urbantke, Relativitdt, Gruppen, Teilchen, Springer (Wien 1976)



* Lorentztransformationen sind die allgemeinsten Transformationen, die mit
dem Relativitatsprinzip und der Gruppeneigenschaft kompatibles sind.

* Es handelt sich keineswegs um eine mathematische Kuriositat, sondern um
eine wesentliche physikalische Einsicht.

* Da nur sehr schwache Vorraussetzungen, Ergebnis ‘fast iiberall’ giiltig.

N.B.: deswegen sind experimentelle Evidenzen, die die Gliltigkeit der
Lorentztransformation bezweifeln, selber mit groBer Vorsicht zu betrachten.
rezentes Beispiel: Behauptung, daB sogenannte Neutrinos (ungeladene, fast
masselose Elementarteilchen) schneller als Licht fliegen sollten, statistisch
mit mehr als 60 bestitigt OPERA-Experiment 2011
Des Ratsels Losung: Kalibrationsfehler, da ein Stecker nachlissig
eingefiihrt worden war (!). Ergab 73[ns| Verzdgerung.

* Im Grenzfall K — 0 (oder ¢ — o0) erhalt man die Galilei-Transformation.

! AuBergewohnliche Behauptungen benétigen auBerordentlich gute Evidenzen !



Konsequenzen der Lorentztransformation

Lorentztransformation in x-Richtung, ohne Drehung, Geschwindigkeit v = ve,

X o\ —1/2
t/:'y(t—§>,X/:'y(x—vt),y’:y,z’:z ;’yz(l—)

betrachte zwei Ziige A, B, mit fester Lange L und Relativgeschwindigkeit v,
und zwei Ereignisse:

| ]
S -

x=0 x=0
1 (2)

(1) Der Anfang des Zuges B fahrt am Anfang des Zuges A vorbei
(2) Das Ende des Zuges B fahrt am Anfang des Zuges A vorbei



wir haben zwei Inertialsysteme:
(1) das Ruhesystem, in dem der Zug A steht: (t, x)
(") das mit dem Zug B bewegte System: (t/, x")

welches Zeitintervall zwischen den beiden Ereignissen

zur Vereinfachung: Zug A in Ruhe angenommen

| ]
S S

x=0 x=0
n 2)
fir Ereignis 1: die Raumkoordinaten x =0, x’ =0,
die Zeitkoordinaten t = 0, t/ = 0, also formal
Ereignis 1: (t1,x1) = (0,0), (t1,x;) = (0,0).
fiir Ereignis 2: passiert nach der Zeit T im Inertialsystem | des Zuges A,
also formal
Ereignis 2: (t2,x2) = (T,0), (t5,x5) = (T',—L).




mit der Lorentztransformation

t/:’}/(t—g>,X/:’Y(X—Vt)7y/:y’ o ;7:<1_§>—1/2>1

erhalt man fiir das Ereignis 2: (2, x2) = (T 0), (t5,x5) = (
die Transformationen ty = T/ =T und xj = —L = v(—vT).
Das gibt die Relationen

L=wT , T'=~T>T|

in einem bewegten Inertialsystem vergeht die Zeit langsamer als in Ruhe.

das ist die relativistische Zeitdilatation

fiir rezente Uberprﬂfung: Baterman et al., Phys. Rev. Lett. 113, 120405 (2014).



das klassische Beispiel fuir relativistische Zeitdilatation: Myonenzerfall

Myonen sind massive Elementarteilchen (‘schwere Elektronen’),
aber instabil. Die wesentliche Zerfallsreaktion ist
+

pt — et | Lebensdauer T, =~ 2[us]

Kosmische
Straniung

Myonen werden in der Hochatmossphare durch kosmische
Teilchen produziert, in Hohen H ~ 12[km]. Sie haben so viel
Energie, daB sie praktisch mit Lichtgeschwindigkeit ¢ zur
Erde fliegen. Im Ruhesystem konnen Myonen die
Maximaldistanz c7 ~ 31082 - 107%[m] = 600[m] < H
zurlicklegen. Da Myonen auf der Erdoberflache leicht
nachzuweisen sind (Praktikumsversuch !), braucht man ein
relativistisches v ~ 20, damit die Myonen zur Erdoberflache s g oo

kommen konnen. o G 5 o © Loy

P;m\w-/ © Neutrino O energiersiches Neutron
G ¢ ey © energiereiches Proton

Bildquelle: http://www.wissensnetz.org/seiten/themenseiten/kosmische_strahlung/entstehung durch_zerfall/



Lange L’ des Zuges B, gesehen von einem Beobachter im Zug A

[ & | [ & |

x=0 x=0
1 (2)

per Definition: nach der Zeit T sieht der Beobachter in A das Zugende
von B vorbeifahren. Damit

L/:VT:£<L
Y

in einem bewegten Inertialsystem sind die Langen kiirzer als in Ruhe. ‘

das ist die relativistische Langenkontraktion (LORENTZ-FITZGERALD)

noch einmal Myonenzerfall: im Inertialsystem der Myonen wird der
Abstand zur Erde um  ~ 20 verkdrzt.




relativistische Invariante: hat in allen Inertialsystemen den gleichen Wert

ds? = —c2dt? + dx? + dy? + dz?

[~ | [~ |
x=0 x=0
1 (2)

in unserem Beispiel: dy =dz =10

* im Ruhesystem (Zug A):

ds? = —Pd? + dx* = = (t — t1)2 + (x — x1)2 = —c2T?

* im bewegten System (Zug B): rigider Zug, also x} — x| = L
ds® = —cPdt?+dx? =-c2(t5 — t{)2 + (x5 — x{)2 = —?T? 412
2

= 2PT2 222 = 7727—2(1 v

C2)C2 — 272

und die Ergebnisse stimmen liberein, wie es sein soll.



un peu de vocabulaire fr-all/ein wenig dt-frz Vokabular

Inertialsystem, n repere d'inertie, m
Relativitatsprinzip, n principe de relativité, f
Kovarianzgruppe, f groupe de covariance, m
Lichtgeschwindigkeit, f  vitesse de lumiére, f
Schwerefeld, n pesanteur, f
Gedankenexperiment, n  expérience de pensée, f
schwere Masse, f masse gravitationnelle, f
trage Masse, f masse inertielle, f
Drehwaage, f balance de torsion, f
Drehmoment, n couple, m
Tragheitsmoment, n moment d'inertie, m
Krimmung, f courbure, f

krumm courbe

flach plat

Kugel, sphere, f

Ebene, f plan, m

Sattel, m selle, f

bezweifeln mettre en doute

le genre grammatical des substantifs (m,f) est indiqué/das grammatikalische Geschlecht (m,f,n) der Substantive ist angegeben



Vorlesung Il



zur Wiederholung:
spezielle Relativititstheorie: Wechsel / = I’ von Inertialsystemen

konzeptuelle Grundlage: Relativitatsprinzip GALILET 1638, EINSTEIN 1905
Fiir zwei Inertialsysteme, mit einer konstanten Relativgeschwindigkeit
zwischen ihnen, transformieren sich die Naturgesetze kovariant.

aus dem Relativitatsprinzip folgt, fiir beliebige Geschwindigkeiten:

t—v-r/c? , r—vt

V1-v?/c? 7ri\/l—vz/cz ;

t = Lorentz-Transformation

mit einer universellen Geschwindigkeit c: Lichtgeschwindigkeit.
Konsequenzen:

Q Zeitdilatation
@ Lorentz-Langenkontraktion

@ relativistische Invariante ds?> = —c?dt? + dx? + dy? + dz?



2.2 Vierervektoren
viele Rechnungen lassen sich mit Vierervektoren formal vereinfachen
Definition: Ein Vektor x mit den Komponenten x*, = 0,1,2,3 heiBt
Vierervektor, falls die Komponenten unter der Poincarégruppe (Lorentz-
transformationen, Rotationen, Translationen in Zeit und Raum) kovariant transformieren

xH i x'* = /\'ZXV oder x¥ s x'H = xH + gt

man schreibt im kartesischen Zeitortsraum
x = (x%,x1,x?,x3) = (ct, x,y, 2).
Invariante: ds® = —c?dt? 4+ dx? + dy? 4+ dz° = Nudxtdx”.
Summenkonvention: iiber doppelte Indices wird stets summiert !
griechisch: p,v =0,1,2,3; lateinisch i,j =1,2,3
in kartesischen Koordinaten hat der metrische Tensor 7, die Form

100 0
[ o 10 0
=1 0 0 1 0

0 00 1

Warnung: bisweilen wird fiir n eine Konvention mit entgegengesetztem Vorzeichen benutzt.



in spharischen Koordinaten x = (ct, r, 0, ¢) ist die Invariante
ds? = —c2dt® + dr? + r?d6? + r?sin? 0d¢?

und der metrische Tensor 7, hat die Form

-1 0 0 0

[ o 10 0

=1 "9 0o r2 0
0 0 0 r2sin?0

Definition: die Eigenzeit (frz. temps propre) T ist gegeben durch r ist lorentzinvariant

’ ds? = —c?dr? ‘

die Eigenzeit ist die Zeit, die im Ruhesystem eines Elementarteilchens gemessen wird

Definition: die Vierergeschwindigkeit ist gegeben durch u := dx/dr, d.h.

dx*
ut =

A _ (e dx dy dz
dr dr’dr’ dr’ dr

und der Viererimpuls durch p := mu, wobei m die Masse des Teilchens ist.



Interpretation der Komponenten des Viererimpulses:

* Raumkomponenten: benutze dt/dr =  — Ubung
; dx’ dt dx’ ;
p = Mm— = m— — = m"}/ v
dr dr dt ——
effektive Masse
mit v': Kompomenten der Dreier-GeschWindigkeit vi= %

* Zeitkomponente: p° = mcd Fur die Energie hat man
dt
E=p= mczd— = mc?y
T

fur kleine Geschwindigkeiten v < c:

—-1/2
2 v / 2 I 5
E = mc 1—; ~ mc + Emv +...
Ruheenergie N——

kinetische Energie (N.R.)

das gibt die beriihmte Formel | E = mc? EINSTEIN 1905



Zusammenhang der Lorentztransformation mit der Invarianten

Xt X = NExY
damit wird die Invariante in beiden Inertialsystemen
|
ds? = dx’'dx” = 0, dxMdx" = 0 NG, dxPdx”

ergibt Orthogonalitatsrelation

nlil//\g/\z = Npo

in einem euklidischen Raum, wo dann gelten wiirde 7, = éﬂy, ware das die
Charakterisierung von orthogonalen Transformationen, also Drehungen. Was bedeutet diese
Bedingung im Minkowskiraum der Relativitatstheorie ?



Beispiele zur Deutung der Orthogonalitat der Lorentztransformationen

(a) Rotationen im Raum (hier um die z-Achse)
' =t, x' =xcosl+ ysinf, y' = —xsinf + ycosf, z = z. Damit Matrix

1
cos 6 sin 6

b
Ny = —sinf cosf

und das ist eine wohlbekannte orthogonale Drehmatrix.
(b) Lorentzboost in x-Richtung:

x0 = ¢t/ = ,Y(XO + %xl), X1 =x = 'y( 2 x'3 = x3. Matrixform:

(c) Rapiditdt ¢: man schreibt 7 = cosh ¢, und %7 = sinh ¢
tanh¢p = ¥ fii ilt ¢ ~
=> coshé  sinh irv<cgiltp~v/c
sinh¢ cosh¢

A = )

man nennt dies auch eine hyperbolische Rotation.



!
zweifacher Wechsel des Inertialsystems I = I’ <% 1”, mit Rapidititen ¢, ¢/,

erf0|gt dUrCh Matr|XmU|t|p||kat|On hier angenommen, daB v||v’ | ex
cosh ¢’ sinh ¢’ cosh¢  sinh ¢ cosh(¢p + ¢’)  sinh(¢ + ¢')
sinh ¢’ cosh ¢’ sinh¢  cosh ¢ _ sinh(¢ + ¢’)  cosh(¢ + ¢')
1 1 - 1
1 1 1

verwende auch: cosh(¢1 + ¢p) = cosh ¢ cosh ¢y + sinh ¢y sinh ¢ und  sinh(¢1 + ¢2) = sinh ¢1 cosh ¢ + cosh ¢y sinh ¢

damit hat die Transformation T % 17 die Rapiditat tanh ® = % mit
d=¢+¢

mit der Identitit tanh(¢1 + ¢2) = Fo-tLEBNO2 ergibt dies gilt so nur, falls v v’

v+

V=YY
14+ w'/c?

das relativistische Additionstheorem der Geschwindigkeiten  Einsteiv 1905

N.B.: falls v/ = ¢, dann V = ¢ = die Lichtgeschwindigkeit c ist invariant

N.B.": fiir v, v/ < c¢ zuriick zum Galileischen Additionstheorem.



etwas mehr zu den Indizes
fir den Vierervektor x unterscheidet man
(i) kontravariante Komponenten x*
(i) kovariante Komponenten x,, = 7, x”
fiir die Invariante: ds® = Nudxtdx” = nt”dx,dx,
Beispiele fiir den Viererort x:
(A) kartesisch: x* = (ct,x,y,z), x, = (—ct,x,y,z)
(B) sphirisch: x* = (ct,r,0,¢), x, = (—ct, r,r?0,r? sin(0)¢)

Lemma: | Fiir den Vierervektor x ist x*> = x - x 1= x,x* lorentzinvariant.

Beweis: die Lorentztransformation ist x'# = A¥x". Damit

2 =x.x = NooX'PX'7 = 1pe NOA] xHXY =1, xH X" = x-x = x°
=M
wegen der Orthogonalitatsrelation. Q.E.D.
Beispiele dazu: (A) Vierergeschwindigkeit u - u = 1, uu” = u,u* = —c?
(B) Viererimpuls p-p = m?u-u = —m?c?

" die Masse m eines Teilchens ist lorentzinvariant —» Charakterisierung !



der Lichtkegel

2< 0 | zeitartie Im Minkowskiraum verwendet man
oft ein Zeit-Raum-Diagramm zur
Veranschaulichung. Dabei spielt der
x>0 rumartie | ichtkegel x> = c”t> — x> = 0 eine
T X groBe Rolle.

k\ Lichtkegel

Definition: Falls fiir den Vierervektor x gilt

x-x <0 dann ist x zeitartig (frz. temporel)
x-x =0 dann ist x lichtartig (frz. lumineux)
x-x >0 dann ist x raumartig (frz. spatial)

diese Einteilung ist lorentzinvariant.

zwei Ereignisse konnen nur in kausaler Wechselwirkung stehen, falls ihre
Viererorte zueinander zeitartig sind.



2.3 Das Zwillingsparadoxon & beschleunigte Bewegung

(A) die Geschichte der zwei Zwillinge:

A bleibt auf der Erde, B macht eine lange Reise und kehrt zuriick

%" da B sich gegen A bewegt, sollte die Zeit fiir ihn langsamer vergehen
= am Ende der Reise ist B jinger als A

das Paradoxon: man konnte glauben, es gabe
eine Symmetrie zwischen A und B. Dann sollte
A jinger als B sein. ¢

da B eine Reise mit Beschleunigung unternimmt

(Weltlinie B hat einen Knick !), gibt es diese
Symmetrie nicht. A B




2.3 Das Zwillingsparadoxon & beschleunigte Bewegung

(A) die Geschichte der zwei Zwillinge:

A bleibt auf der Erde, B macht eine lange Reise und kehrt zuriick

IS" da B sich gegen A bewegt, sollte die Zeit fiir ihn langsamer vergehen
= am Ende der Reise ist B jiinger als A

das Paradoxon: man konnte glauben, es gabe
eine Symmetrie zwischen A und B. Dann sollte
A jlinger als B sein. ¢

50 [Jahre]

da B eine Reise mit Beschleunigung unternimmt
(Weltlinie B hat einen Knick !), gibt es diese x
Symmetrie nicht. A

20 [Tahre]

Zahlenbeispiel Abstand Erde-Stern 15 Lichtjahre, Reisegeschwindigkeit 0.6¢
Reisezeit A/R, gesehen von A: 2 - %[Jahre} = 2. 25[Jahre] = 50[Jahre]

Reisezeit A/R, gesehen von B: Zeit-Dilatationsfaktor v = (1 - 2—2)71/2 =
damit insgesamt 2 - 0.8 - 25[Jahre] = 2 - 20[Jahre] = 40[Jahre]

0.8,



wir wollen zeigen, daB die Zeit fiir die Beschleunigung gegeniiber der Reisezeit vernachlassigbar ist

Viergeschwindigkeit u* = dx*/dr mit 7: Eigenzeit

Bo— _ 2 a B — 0 = 2k
u,ut = —c* = dT(uuu)—O—Qu uy,

. . . 123 .
wobei Viererbeschleunigung a* := % = (" also

Spezialfall: g in x-Richtung. Die Definitionen sind
dt dx! du® dut
c—=u, —=ut, — =", — =4t
dr dr dr dr
mit den Konsistenzbedingungen
—(u0)2+(u1)2 =—c?, —u%a%+u'at = 0 und dazu a'a, = _(80)2+(31)2 =g°

die Konsistenzbedingungen haben die Losung




haben Losung der Konsistenzbedingung: a° = £u?

R PR VR
dr odr Todr

daraus Differentialgleichungen, fuer 1t = u%(7) und uv! = u!(7)

o da® _gdu’ g,
dr? dr c dr c
ot dal_gdd’ g,
dr2 dr c dr c

damit Losung u'(7) = Ae87/¢ 4 Be=&7/¢.
Fixiere Konstanten A, B aus Anfangsbedingungen
d 1
B0)=0, &
=0

das liefert A= —B = ¢/2 und damit

d
ul(r) = ﬁzcsinhg—;

du®(7)

,al = %uo und Definitionen
du! 1
=a
dr
2
& 0
C2
2
g
2

t — 0 impliziert 7 — 0

_— = 1 fg
I a(0)=¢g

aO(r) = = gsinh g—CT = u°(7) = ccosh g—CT wegen 10(0) = £a%(0) = ¢

dr



haben Losung u!(7) = csinh £Z und u®(7) = c cosh &~.
G G ‘\
Hyperbel x2 - th 2 oste,s

Die letzten Integrationen liefern
5 5 \
cc . 8T c gT
ct(t) = —sinh=— | x(7) = — cosh =— SaREIAN
c
im nicht-rel. Limes: t >~ 7, x ~ é + %gt2 + ..., wie erwartet fiir beschleunigte Bewegung =t
o
g

geometrisch ist die Bahn eine Hyperbel x> — c?t? =
3c erreicht 7

Frage: wieviel Eigenzeit vergeht, bis B Reisegeschwindigkeit v =
4 = csinh &7 L ic

Antwort: bei konstanter Beschleunigung u! = =

= 7 = garsinh (0.6) ~ 0.55¢
Zahlenbeispiel: Erdschwerefeld (mehr geht fiir lange Reisen nicht) g =~ 10[m/s?]

= 7~1.6-10"[s] ~ 6[Monate] < 20[Jahre]

dies illustriert, daB die Beschleunigungsphase nur einen kleinen EinfluB hat,
wesentlich ist der nicht-inertiale Wechsel der Bezugssysteme zwischen den

zwei Teilen der Reise |



(B) Rotationsbewegung: (i) System R in Ruhe,
(i) System R’ im Rotation um die z-Achse, konstante Winkelgeschwindigkeit w

t=t, rr=r, ¢=¢p—wt, 2=z

im System R (Zylinderkoordinaten): ds? = —c2dt? + dr? + r2d¢? + dz°
im System R’

ds? = —cdt? +dr? 4 r2(4¢ +wdt')® + d2?
— —(C2 _wzr/z)dtlz —|—2wr/2dt’d¢>’+dr’2 + r2d¢’2 +d2/2
= gudx"dx"
mit dem metrischen Tensor mit Wahl x = (x0, x!, x2,x3) = (ct, r, ¢, 2)
—(1-=F) 0 =0
B 0 1 0 0
Buw wr” 0 2 0
0 0 0 1

die Nichtdiagonalelemente beschreiben die Effekte der Rotation



zur Vereinfachung: Notationswechsel im System R’: Koordinaten (t, r, ¢, z)

also ds? = gudxtdx” = goo (dxo)2 + 2g0idx%dx’ + giedx’dxk mit

—(1-25) 0 0

- 0 1 0 0
Suv N
0 0 0 1

* zeitliche Trennung: Ereignisse (x°, x’) und (x° + dx?, x)

Invariante: ds® = ggoc?dt? = —(c? — w?r?)dt? = —c?dr? mit : Eigenzeit

das ergibt
w2r?
dT:\/—goodt: 1—7dt<dt

eine Uhr auf einem sich drehenden Rad geht langsamer als eine Uhr im
Zentrum des Rades




* raumliche Trennung: wie miBt man Abstande ?

Licht kehrt Punkt A k . .
A7 e A B A b tandmessung mit Lichtstrahlen:

5 Abstand dsp: gegeben durch in A gemessene
Eigenzeit zwischen Lichtemission und Detektion
Licht im Panke | B refekie d€S reflektierten Lichts

Lichtstartet. am | Punkt A Emjissionszeiten: XO + dXO’(i) | = ]_’ 2
A B '

Invariante: 0=ds® = goo (dxo)2 + 2g0idx%dx’ + g,-kdx"dxk Licht lichtartig

1 . )
= dx¥= 20 <—g0idX' + \/(goigok — googik ) dxdxk ) (#)

Zeitintervall zwischen Emission und Detektion der Lichtstrahlen

2 ,
Ax® = dx®M — 4x®?) = *7\/(g0ig0k — googik)dxidxk >0
800

Abstand dag = df = %CAT, cAT = /—goo Ax°, woraus

g = d? = (g;k - go"g‘)k) dxdxk

800




lllustration der Abstandsformel, fiir Punkt A: (r, ¢, z); Punkt B: (r, ¢ + do, z)

d2g = de? = (g,-k - go"g"k) dxdx
8oo

(1) Fall ohne Rotation w = 0: de? = r2dq§2 = df =rd¢ ~
Umfang des Vollkreises » A

2w
C:?{dfz/ rd¢ = 27r
0

(2) Fall mit Rotation w # 0: benutze

2

800 = — (17“”)g20_g02_—g22_r
4 2,2
2 802820 2 [ 2 whrt/c 2 .2 wor 2
dvr = (g22—g00 )dqj) = (I‘ +1w2r2/c2>d¢ >~ r (1+ C2 >d¢

o) do
Kreisumfang | C = § d¢ ~ 27r ( ) > 27r

der Raum einer rotierenden Kre/ssche/be ist gekriimmt (der Zeitraum ist aber flach !)

a|SO, fir wr <€ c: dg ~r (1 +




(C) Synchronisation von Uhren

wie definiert man die Gleichzeitigkeit von zwei Ereignissen A und B
/ Licht kehrt zum Punkt A zurueck

Austausch von Lichtstrahlen:

5’ per Definition ist der in A gemessene Mittelwert
von Emissionzeit und Empfangszeit die Zeit, die
zu der in B gemessenen Zrit x° synchron ist.

\ Licht im Punkt | B reflektiert

Licht startet am | Punkt A
A B Emissionszeiten: x0 + dx%(), i =1,2

falls die Bezugssyteme auch noch rotieren: vel. Gl (#) aus (B)

1 idx’ —
X0+ —(dxo’(l) + dxo’(l)) = x0 _ BUCX 0 L A0
2 800

falls R’ rotiert, ist go; # 0, daher Ax% # 0

w man kann nicht alle Uhren entlang einer geschlossenen Kurve synchronisieren,

_ i
weil Ax = — § gidx
£00



Sagnac-Effekt

zwei Lichtstrahlen verlassen gleichzeitig die

1 Quelle werden reflektiert und interferieren.

Soiaee] 1 Wie andert sich die Interferenz, wenn der
1888 nelle .
PIeE Q Apparat rotiert ?
Mo source
https://www.youtube.com/watch?v=fm7zLp3m8b4

Zeitunterschied fur Rickkehr zur Quelle

e EZXO _ 1fgo,-dx" 1 27fd wr? 2rwr?
800 2 Jo 1-— c?

C C

Eigenzeit AT = /—goo At ~ At
optischer Weg ¢ 4+ Al = 2rnr + cAt = L + %
damit Verschienung der Interferenzen AN = %2% was gut meBbar ist.

technologische Anwendung: Gyrolaser (als Gyrometer, z.B. zur Stabilisierung von Flugzeugen)



un peu de vocabulaire fr-all/ein wenig dt-frz Vokabular

Ruhesystem, n
Zugende, n

Zuganfang, m
Zeitdilatation, f
Langenkontraktion, f
Elementarteilchen, n
Zerfall, m

Vierervektor, m

Tensor, m

Zeitraum, m (Raumzeit, f)
Viererort, m
Vierergeschwindigkeit, f
Viererimpuls, m
Viererbeschleunigung, f
Praktikumsversuch, m
Rapiditat, f
Komponente, f
Lichtkegel, m

repere au repos, m

queue de train, f

téte de train, f

dilatation temporelle, f
contraction des longueurs, f
particule élémentaire, f
désintégration, f

quadrivecteur, m

tenseur, m

temps-espace, m (espace-temps, m)
quadri-position, f
quadri-velocité, f
quadri-impulsion, f
quadri-accélération, f

expérience des travaux pratiques, f
rapidité, f

composante, f

cone lumiere, m

le genre grammatical des substantifs (m,f) est indiqué/das grammatikalische Geschlecht (m,f,n) der Substantive ist angegeben



Vorlesung IV



2.4 Elektromagnetismus
Ziel: relativistisch kovariante Formulierung der Maxwellgleichungen
Wiederholung/Rappel: die Maxwellgleichungen beschreiben sowohl das
elektrische Feld E als auch das magnetische Feld B: S.I. Einheiten

V- -E= L ,  GauBsches Gesetz

€0
V-B =0 , Abwesenheit magnetischer Monopole
oB
V A\ E == _5 5 Induktionsgesetz (Minuszeichen pafit zur Lenzschen Regel)
. O0E . .
VAB = puoj+ 'UOEOE ,  Durchflutungsgesetz, inkl. Verschiebungsstrom

mit den Quellen: p: Ladungsdichte; j: Stromdichte.
Notation: in Deutschland schreibt man rot E=V X E=V AE,unddivB =V -B

der Verschiebungsstrom wurde von Maxwell aus Symmetriegriinden postuliert,
essentiell fiir elektromagnetische Wellen (Radio !)  Herrz, Marcont, Testa

N.B.: ohne Verschiebungsstrom sind die Maxwellgleichungen Galilei-invariant LEvVY-LEBLOND 1967
kann Galilei Radio héren 7 copg = ¢ 2



in Verallgemeinerung des Vektorpotentials B = V A A fiihrt man ein:

das Viererpotential A: A* =

10A

c Ot

(0, Ax, Ay, Az)

wir erwarten, daBB A kovariant transformiert A* rl> At = N\EAY
N.B.: man hat A, = (—¢, A, Ay, Az) =
damit werden die elektrischen und magnetischen Felder

vgl. spater

(_¢7 A)

GauB-Einheiten !

Vé, B=VAA

Definition: Der Feldstarkentensor F* st gegeben durch

0
—E,
—E,
—E,

Fiv = OFAY — 97 Al =

analog kann man auch schreiben

0
E,
E
E.

x

Frup = 0uA, — 0,A, =

N <

E. E, E,

0 B, -B, . v
—B, 0 B, =-F

B, —Bg 0

(Ersetzung E — —E, B — B)

-E. —E, —E

0 B, -B, .
B, o B |~ Ffu
B, —Bx 0



Definition: Der duale Feldstirkentensor F* ist gegeben durch

0 B, B, B,

~ 1 -B 0 -—-E, E
uv . T _pvpo _ X z y
FHY .= 25 Foo = B, E “E,

— _Fvu
0 =—F
B, —E, E. 0
mit
+1 falls (uvpo) gerade Permutation von (0123)
gtP? = ¢ —1 falls (uvpo) ungerade Permutation von (0123)
0 sont

man findet oft the Notation * F anstelle von F
man erhilt F aus F durch E — B, B— —E

Definition: Der Viererstrom j ist gegeben durch j* = (p,j).



die Maxwellgleichungen schreiben sich relativistisch GauB-Einheiten, ¢ = 1

homogen inhomogen
V-B=0 , V-E=p
VANE+0:B=0 , VAB—-0E=]j
OuF™ =0, 9,Fm = jt

die Verifizierung erfolgt in zwei Schritten:
1. Identitat mit Maxwellgleichungen; 2. relativistische Kovarianz

ad 1.: man parametrisiere E = —0;A— V¢, B =V AN A. Damit

V-B=V (VAA) =0
VANE=-0;VAA-V A (V) =-0,B

AnschlieBend, wobei man die sogenannte Lorentzeichung fordert: V- A+ 0;¢ = 0
V- -E=-0/(V-A) -V -Vp=(3-V)p=0p=p

wobei zusatzlich gefordert wird [lg = p. O: d’Alembertoperator



SchlieBlich

VAB = VA(VAA)
= V(V-A) - (V-V)A Identitit der Vektoranalysis
= V(-0:¢) - V°A Lorentzeichung
= 0/(E+0.A) — V°A Parametrisierung von E
= OE+ (07 -V?)A
= OE+]

wobei zusatzlich gefordert wird CJA = j.

Die gewahlte Parametrisierung ergibt also die Maxwellgleichungen, falls gilt:
O¢ = p und OA = j und auBerdem die Lorentzeichung .
Eichtransformation: \qa ¢ — A und Ars A+ VA mit A=NA(t,r) € R. \
=0
—
B — VA (A+V/\) :V/\A+V/\(V/\) =VANA =B

¥5" dje physikalischen Observablen E, B sind eichinvariant.



betrachte nun die folgende Eichtransformation

Oedp+V-A— 0, (¢p—0N)+V-(A+VA) = 9,0+ V- -A —(07—V?)A

soll verschwinden

man kann damit A so wahlen, daB 0;¢ + V - A s 0. A ist damit bis auf
Losungen von LIA = 0 eindeutig bestimmt. Die verbleibende Freiheit kann
z.B. fur die Gultigkeit von Randbedingungen verwendet werden.

Die gewahlte Parametrisierung fiir E, B ergibt also die Maxwellgleichungen,
falls gilt: O = p und DA = j.

kovariante Schreibweise: [JA = j oder DA* = j©
die Stromerhaltung wird wie folgt formuliert
o = 8M(DA”) = D( O A" ) =0
=0

da 8, = (—8p, V) heiBt Stromerhaltung 0 = 9, j* = —9pj° + V - j = Otp = V - j Kontinuititsgleichung
15>



nach all diesen Vorbereitungen kommen wir endlich zur kovarianten
Schreibweise der Maxwellgleichungen zuriick:

* zunachst die inhomogenen Gleichungen:
o, F* = 8,,(8“A” —8”A“)
ot (&,A”) — 0,0 A*
—_—

=0 =—0
- oA =
* danach die homogenen G|eichungen: eMVPY st total antisymmetrisch in den Indizes u, v, p, o
o F = ZewrgF
w = 25 ulpo
= Lemon, (9,4 — 0,A,)
= 5° u\GpAg — UaAp
= 2| 0,0, A 0,0, A
= 51E pOp Ao — & pa p
————
=0 =0

Il
o



* man kann die homogenen Gleichungen auch direkt nachpriifen:
Oul?’“’ = %E‘WW@FPU =0

0 -E -E -E
hier mussen die Indizes u, v, p, o alle verschieden sein Rappel: F,,, = Ex 0 B -5
h E, -8B 0 By

E. B, —B 0

v=0 : 81F23+83F12+82F31:8XBX+BZBZ+8yB =V -B=0
v=1 : 80F23+(93F02+82F30:8tBX+8Z(—Ey) +6yEz:0
v=2 : 0OoFi3+ O3Fo1 + 01F30 = 0:(—By) 4+ 0,(—Ex) + OxE, =0
v=3 : 80F12+62F01—|—81F20:3th+32(—EX) +01E, =0

Iy =0:.V-B=0;vr=1,23 VAE+9;:B=0



* und analog geht das auch fiir die inhomogenen Gleichungen:

I 0 E. E

[ Zg— - —
Oy FH =AM = j# Rappel: FMY = —Ej . T
—E, B, —B

0 OEx+OE, +0RE, =V -E=p
1 : Oo(—Ex) + B, +93(—By) = jx
2 1 Oo(—Ey) + 01(—Bx) + 3B =y,
3 1 Oo(—E;) + 0By + 02(—By) = jx

T T T T
I

¥ y=0.V-E=p,v=123 VAB-0E=]j

E;
— B}/
Bx
0

|



ad 2.: miissen zeigen: Lorentz-Kovarianz von F* = gHAY — 9¥ A*
(o) O* sind Komponenten eines Vierervektors

Beweis: aus der Lorentztransformation x’* = A¥,x” hat man die Inverse
x¥ = N,"x"" = fiir kovariante Indizes x, = /\HVXL

. . Op _ 09 Oxy _ O Ap i
betrachte nun den Gradienten des Skalars ¢: o, = O, Ox, o Vv, Damit

0

8/M - 87 - /\”yf)”
yn

und das ist die behauptete Transformationseigenschaft. QED

(8) Da OA = j, sind die A" die Komponenten eines Vierervektors
Beweis: 1. Schritt: Sei j* ein Vierervektor. Dann

my :j//L — /\[LUJ'V = A4 A = D(/\/‘VAV)

Diese Beziehung kann man im Energie-Impulsraum invertieren, da dort

[ ein diagonaler Operator wird, denn [J ist Lorentzskalar.

Damit ist die Fouriertransformierte von A* (im Energie-Impuls-Raum) ein
Vierervektor. Riicktransformation gibt die Behauptung, daB A* Vierervektor.



2. Schritt: wir miissen zeigen, daB j* Vierervektor ist.
Man betrachte zunichst ein geladenes Teilchen, das sich auf einer Bahn 3 = 3(t) € R®
bewegt. Sei z = (2°,3). Die Ladungsdichte ist

0
p(t, x) = 4med(x—3(t)) = 4me /dzod(xo—zo)(S(x—g(t)) = 4re /dr%é(‘” (x—2)
und der Dreiervektor der Stromdichte
Jj(t,x) = 47Ted‘;—(:)§(x —3(t)) = 4me /dz d(i( )5(x —2%)5(x — 5(t))

20
= 4ne /d’T %5(4) (x—2)

T

so daB de Bahn durch die Eigenzeit 7 parametrisiert ist. Dies sind die Zeit- und
die Raumkomponenten eines Vierervektors

J*(x) = 4re /dT u“(7‘)5(4) (x — Z)

wobei u = g—f die Vierergeschwindigkeit ist. Alle anderen GroBen in j* sind
lorentzinvariant. Fir Ladungsverteilungen summiere man lber die einzelnen Ladungen

und ihre Bahnen, die stets durch die Eigenzeit T kovariant parametrisiert werden. qep



Lorentztransformation von E und B

FH¥ ist ein Tensor, also hat man die Lorentztransformation
falls x’* = AUx”, dann F'"™ = NyAYFro

lllustration: nehme Lorentztransformation in x-Richtung

X

vV
N = Yooy . y= (1 _ V2)-1/2
1 0 E £
zum Beispiel fiir das elektrische Feld Rappel FAY = ( :E; 7052 5
E, = F = NOALFr B 7F

= NALFY +AINLFYe

= NOAGE L ANATFY + AASF + AJAT F
=0 =0

= YE 4+ (-E)

= 1-¥) ' (1-E = E



5 v 0 Ex Ey, E,

RV I wo | B0 B -5

oder Rappels: AY = 1 L PR = -E, -B; 0 Bx
1

E, = F% =NNAF”
= NNZF + NNZFY
= NNF” +NNFY
vE, 4+ yvB,

damit haben wir £/, = E, und E) = v(E, + vB;) (und E, = v(E. — vB,))

B5” Elektrisches Feld E und magnetisches Feld B transformieren nicht als
Vektoren, sondern als Komponenten des Feldtensors FH.



diese Transformationen lassen sich allgemeiner formulieren:
eine Lorentztransformation mit Relativgeschwindigkeit in Richtung v = ve,

1" das definiert die Richtung ||; alle anderen Richtung sind L

falls im Ruhesystem F das elektrische Feld E und das magnetische Feld B,
dann hat man im lorentz-transformierten Inertialsystem F' die Felder

I = E
I = B
E\ = v(EL+vAB))
= ’y(Bl—v/\EL)

das sind die Joules-Bernoulli- Transformationen.

Quelle: https://en.wikipedia.org/wiki/Classical_electromagnetism.and-special.relativity



un peu de vocabulaire fr-all/ein wenig dt-frz Vokabular

Verschiebungsstrom, m  courant de déplacement, m

Eichtransformation, f transformation de jauge, f
Lorentzeichung, f jauge de Lorentz, f
Eichinvarianz, f invariance de jauge, f
eichinvariant invariant de jauge

Kontinuitatsgleichung, f équation de continuité, f

le genre grammatical des substantifs (m,f) est indiqué/das grammatikalische Geschlecht (m,f,n) der Substantive ist angegeben



3. Geometrie gekrimmter Raume
3.1 Metrik gekrummter Raume

Ziel: Formulierung einer Geometrie als Verallgemeinerung der Geometrie
euklidischer Raume

einen gekrimmten Raum kann man sich grosso modo
als ‘Oberflache’ vorstellen

mathematisch sagt man Mannigfaltigkeit
diese gibt es ohne Rand und mit Rand
Krimmung ist intrinsische Eigenschaft

(d.h. unabh&ngig von Einbettung in euklidischen Raum)

Bildquelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Mannigfaltigkeit mit _Rand
eingebettet in einen 3D euklidischen Raum, kdnnte man eine 2D Oberflache

definieren durch
flx,y,2)=0 & z=g(x,y)

Beispiel: Sphire 52, mit Radius R: x2 +y2+ 22 =R?2 = z=+/R2 —x2 — 2

A eine solche Formulierung hangt zu sehr von den Details der Einbettung ab



wir suchen eine Formulierung der Art
_ 1 2 _ 1 2 _ 1 2
X—X(U,J),y—y(a,a), Z—Z(U,U)
so daB die intrinsischen Koordinaten o, o2 die wesentlichen Informationen enthalten

Definition: Die Zahl d der unabhangigen intrinsischen Koordinaten ist
die Dimension des gekriimmten Raumes.

Beispiel: die Sphire S?

* man kann z.B. Kugelkoordinaten verwenden

. . VA

x = psin¢cosh, y = psingpcost, z= pcos¢p

mit 0 S f <27 und 0 S QS S s uniibliche Notation ! )

* es geht aber auch r = p¢ Bogenlinge e

x = psin £ cost, y = psin £ cosf, z = pcos £ : :

mit0<0<2rund0<r<mp b4
| >

* oder auch Zylinderkoordinaten ah

0= \/x*+y? =psing = psin 7 &

X = QCOSG, y = ,Qsin 6' z =4+ p2 _ 92 https://www.pngegg.com/de/png-mvwmi

(¢,0), (r,9), (0,0) sind Beispiele intrinsischer Koordinaten =



Wie kann man Eigenschaften gekriimmter Rdume finden,
die unabhangig von der Wah! der Koordinaten sind

Bildquelle: https://studywizards.com/curvy-pizza-math/

oft betrachtet man den Tangentialraum TpM einer
Mannigfaltigkeit M am Punkt P

ﬂ / TpM wird als tangentielle Ebene dargestellt

r = Rsinf cos pex + Rsinfsin pe, + Rcosfle,

ey

ex,y,z: kartesische Einheitsvektoren iiblichere Notation
Bildquelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Kugelkoordinaten

definiere Basisvektoren im Tangentialraum TpS?

_ or : S
e = R = sinf cos pe, + sinfsin e, + cos e,
0
ey = a—g = Rcosf cosypey + Rcosfsinpe, — Rsinfle,
or . . .
e, = = —Rsinfsinpe, + Rsinf cos pe,

B



fiir kartesische Basisvektoren im R3 gilt e; - €; = §; mit i,j = x, y, z.
Fiir TpS? hat man :
e.-e, =1, e e =R>? e, e,=R>sin’0
ei-ej=0fallsi#jundi,j=r,0,¢

damit hat man die Richtungen

0 0 0
e, = — radial ey = — Siidricht e, = — Ostricht
=R radial , ey 20 tdrichtung , e, a0 strichtung
Definition: Ein Vektorfeld ist eine Gesamtheit von Tangentialvektoren
an jedem Punkt p € M: V = V'(p)0;

Definition: Die Elemente g,;, des metrischen Tensors sind in einer
gegebenen Basis g, := e, - ep.



Vorlesung V




Rappel: Grundbegriffe zur Geometrie gekrimmter Raume

Ziel: Verallgemeinerung der Geometrie euklidischer Raume
wie unterscheidet man gekrimmte Raume

einen gekrimmten Raum kann man sich grosso modo
als ‘Oberflache’ vorstellen

mathematisch sagt man Mannigfaltigkeit
diese gibt es ohne Rand und mit Rand
Krimmung ist Eigenschaft

(d.h. unabh&ngig von Einbettung in euklidischen Raum)
Bildquelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Mannigfaltigkeit mit _Rand
eingebettet in einen 3D euklidischen Raum, kdnnte man eine 2D Oberflache
definieren durch
f(x,y,2)=0 < z=g(x,y)
Beispiel: Sphire 52, mit Radius R: x2 +y2+ 22 =R?2 = z=+/R2 —x2 — 2

A eine solche Formulierung hangt zu sehr von den Details der Einbettung ab



wir suchen eine Formulierung der Art
_ 1 2 _ 1 2 _ 1 2
X—X(U,J),y—y(a,a), Z—Z(U,U)
so daB die intrinsischen Koordinaten o, o2 die wesentlichen Informationen enthalten

Definition: Die Zahl d der unabhangigen intrinsischen Koordinaten ist
die Dimension des gekriimmten Raumes.

Beispiel: die Sphire S?

* man kann z.B. Kugelkoordinaten verwenden

. . VA

x = psin¢cosh, y = psingpcost, z= pcos¢p

mit 0 S f <27 und 0 S QS S s uniibliche Notation ! )

* es geht aber auch r = p¢ Bogenlinge e

x = psin £ cost, y = psin £ cosf, z = pcos £ : :

mit0<0<2rund0<r<mp b4
| >

* oder auch Zylinderkoordinaten ah

0= \/x*+y? =psing = psin 7 &

X = QCOSG, y = ,Qsin 6' z =4+ p2 _ 92 https://www.pngegg.com/de/png-mvwmi

(¢,0), (r,9), (0,0) sind Beispiele intrinsischer Koordinaten =



Wie kann man Eigenschaften gekriimmter Rdume finden,
die unabhangig von der Wah! der Koordinaten sind

Bildquelle: https://studywizards.com/curvy-pizza-math/

oft betrachtet man den Tangentialraum TpM einer
Mannigfaltigkeit M am Punkt P

ﬂ / TpM wird als tangentielle Ebene dargestellt

r = Rsinf cos pex + Rsinfsin pe, + Rcosfle,

ey

ex,y,z: kartesische Einheitsvektoren iiblichere Notation
Bildquelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Kugelkoordinaten

definiere Basisvektoren im Tangentialraum TpS?

_ or : S
e = R = sinf cos pe, + sinfsin e, + cos e,
0
ey = a—g = Rcosf cosypey + Rcosfsinpe, — Rsinfle,
or . . .
e, = = —Rsinfsinpe, + Rsinf cos pe,

B



fiir kartesische Basisvektoren im R3 gilt e; - €; = §; mit i,j = x, y, z.
Fiir TpS? hat man g
e-e, =1 ey e =R? e, e,=R%sin*0
ei-ej=0fallsi# jundi,j=r0¢

damit hat man die Richtungen

0 0
e, = - radial , ey = - Sidrichtung , e, = %% Ostrichtung
2

~ R 20

Definition: Ein Vektorfeld ist eine Gesamtheit von Tangentialvektoren
an jedem Punkt p € M: V = V'(p)o;

Definition: Die Elemente g, des metrischen Tensors sind in einer
gegebenen Basis g, := e, - ep.

mit g kann man infinitesimale Langen beschreiben
ds® = gopdx®dx?
2 2
= 81 (Xm) + g22 (dX2) + 2g12dxldx2

dx!
dx!  dx2 811 812 ) ( >
(dxt ) ( 812 &2 dx?



im Allgemeinen kann man eine beliebige Matrix g,p in symmetrische und
antisymmetrische Teile zerlegen

1 1
8ab = &(ab) T 8lab] ‘= (gab + gba) + > (gab - gba)

und da g[ab]dxadx = 0, ist der metrische Tensor symmetrisch.

Beispiel: Kugeloberfliche S2, Radius p 1 uniibliche Notation ! z

* verwende die Koordinaten mit Bogenlange r = p¢ ¢

x_psm L cos@, y_,osm L cosf), z—pcos;

Abstand in geographischer Breite ds, = dr
Abstand in geographischer Lange dsyp = psin ¢df = psm d9
Entfernung insgesamt auf der Kugeloberflache & metrlscher Tensor g

2 1.2 2 1.2 220 0 (1 0
ds® =ds; +dsj = dr® + p“sin pd@ ,g—<0 p2sin2;)



* in Polarkoordinaten hat man o = psini =dop=,/1-5%dr

2
2d 2 P 0
ds? = P 2¢ +0%d0? | g= p?—o?
/p2 — 02
die Elemente g, erhalt man aus Messung der intrinsische Abstande
2

2 5 5 5
g11 = @ g = M g0 = (d512) - (d51) - (dSQ)
11 (dx1)2 ) 22 (dx2)2 9 12 2dxldx2

1

ds?, ds? entlang von x!, x> gemessen. Ferner: gy hingt mit dem

Richtungskosinus zwischen x! und x? zusammen.

K& ’ Fiir orthogonale Koordinaten ist g, stets diagonal.




3.2 Geodatische Kurven

alle geometrischen GroBen konnen mit Kenntnis des metrischen Tensors
Zap berechnet werden.

(A) Winkel zwischen zwei Vektoren A, B

B
A-B gavA?B /
cosf) = =
|A[B|  \/ggAAd \/gesBeBF 0 _

fiir euklidische Metrik g,p = 0,5 wird bekanntes Ergebnis reproduziert 4

(B) die geodatische Kurve,
d.h. die kiirzeste Kurve zwischen 2 festen Punkten A,B

gehe aus von ds = \/g,pdxaxb
B

die Kuve x? = x?(o) wird durch o parametrisiert S
o kann z.B. die Bogenlange sein

A

gesamte Lange einer Kurve von A nach B

s—/ds—/ da /da\/ ds —mln
da



= typisches Problem der Variationsrechnung. Mit der Lagrangefunktion

dx? dxb

L=1/g,
gbda do

hat man fir die Lange s = f;ABda L = min.
Die Losung x? = x?(o) erhalt man dann aus den Euler-Lagrange Gleichungen

d (L) _ oL _ e
do \9x2 ) oxa o X e

N.B.: rechentechnisch ist es einfacher, zu minimieren § = f;ABdO' 12,

Wir nehmen hier als Lagrangefunktion

dx? dxb

L=
8ab—— do dU

Notation: man schreibt zur Abkurzung




um die Gleichung x? = x?(o) einer geodatischen Kurve zu finden, I6se

d /oL oL dx? dxb
= <8>'<a> ~ o 0 mit Lagrangefunktion L = gabﬁé = gapxxP°
man hat oL oL

S = & x"x* und S = 28X

so daB die Euler-Lagrange Gleichungen lauten

28X 4 28\ XX — gonu XXM =0



um die Gleichung x? = x?(o) einer geodatischen Kurve zu finden, I6se

d /oL oL dx? dxb
= <8>'<a> ~ o 0 mit Lagrangefunktion L = gabﬁé = gapxxP°
man hat oL oL

S = & x"x* und S = 28X

so daB die Euler-Lagrange Gleichungen lauten

28X 4 2 G n XX — gan XX =0



um die Gleichung x? = x?(o) einer geodatischen Kurve zu finden, I6se

d (oL oL , , dx? dxb .
e <8>’<3> T 0 mit Lagrangefunktion L = gabag = gapxxP
man hat a1 51

ko .
i g X"x7 und i 28 X"
so daB die Euler-Lagrange Gleichungen lauten Symmetrisierung
. 1 ks o
2g,ul~txki +2 (g,un,)\ + g[LA,K)XHX)\ - gfi)\,MXK/X)\ =0

2



um die Gleichung x? = x?(o) einer geodatischen Kurve zu finden, I6se

d /0L oL dx? dxb
= <8>'<a> ~ o 0 mit Lagrangefunktion L = gabﬁé = gapxxP°
man hat oL oL
D\ .
i X" X7 und o 28,k X"
so daB die Euler-Lagrange Gleichungen lauten Symmetrisierung

28X + (G + Gua) XX — gon i XXM =0



um die Gleichung x? = x?(o) einer geodatischen Kurve zu finden, I6se

d /oL oL dx? dxb
= <8>'<a> ~ o 0 mit Lagrangefunktion L = gabﬁﬁ = gopxxP°
man hat 51 oL

o = B x* und o = 28uX"

so daB die Euler-Lagrange Gleichungen lauten

2g,un)'é'€ =+ (gl“{v)‘ + gHA:“ - gﬁ)\#},)).(l{).()\ =0

falls der metrische Tensor eine Inverse hat, d.h. g = detg,, # 0, dann gu,,g”/\ = 52‘

- - 1 e
= gPHgHKX’i =XxP = Eg/)ﬂ (g,un,)\ +g,u,)\,rz - grc)\,,u.)XKX)\

5" Die geodatische Gleichung lautet

. - 1
X7 + rZ)\XHXA =0 ’ rg)\ = Egpu (g;uf,)\ + Buik — gHA,,u,)

Hierin sind die T, die Christoffel-Symbole.



Beispiele zu den geodatischen Kurven |

Gleichung flr geodatische Kurve

. e 1,
XA TR =0, Thy = 587" (Gunx + 8 — &roau) = T4,

(A) euklidische Ebene R?, kartesische Koordinaten (x4, x*) = (x,y)

1 )
ds? =dx® +dy? | g‘“’:(O (1)) = 7 =0

nichtverschwindende Christoffelsymbole erhilt man nur, wenn Elemente des metrischen Tensors
von den Koordinaten abhangen

die geodatischen Gleichungen lauten % =Ly — 0, die geodatische Kurve

~ do?
(die Geodate) ist also eine .

1F" Daher ist die Ebene R? flach.

Das reproduziert lediglich, was mindestens seit Euklid bekannt ist.



Beispiele zu den geodatischen Kurven I

Gleichung fiir geodatische Kurve

. ke 1
xP + rZ/\XNX/\ =0 , Ipy = Egpu (Gur A + 8unm — Buau) =T,
(B) euklidische Ebene R?, Polarkoordinaten (x',x*) = (r, ¢)
1 0 _ 1 0
ds® = dr*+r2d¢® |, gu = < ) 2 ) . (g 1)W =g = ( 0 -2 )

der metrische Tensor g, ist diagonal

1 1
r,nli/\ = Egl'u (g,ufi,)\ + Buik — gfﬂ)\,u) = 5 1 81k, + ik — 8rA1
—_—— ——

=0, da g1, = cste.  hangt von r ab

1 0
= r%z = 5 1. (—8’]2> = —r und '}, =0 fiir alle anderen &, A



1
ri)\ = ,g2/i (guli,)\ + Buk — gfi)\,u)

2
1 5
= =8 &r AT 8k — gi)\2
2 N———— N—_——
hingt von r ab =0, unabhingig von ¢
1 0 1
r 51 = r12 =5 r2. E(rz) = und 2, =0 fiir alle anderen x, A
Fiir die euklidische Ebene R? in Polarkoordinaten sind die
nichtverschwindenden Christoffelsymbole I3, = —r und F%l = F%2 = %
Die Gleichungen fiir die Geodate lauten XP + T2 5550 =0

Pr (Aot Po 2drde _
do? do )] ’

do? + rdo do




Losung der Gleichungen fiir die Geodite in der Ebene R? (Polarkoordinaten):

do?

d?r r(d¢>20 d?¢ 2drd¢

do 302 rdodo

falls % = diz = 0 aus der 1. Gl. Das gibt eine Gerade durch den Ursprung.

sei daher d¢> # 0. Aus der 2.Gleichung folgt

1d¢ 2d -
f_ﬁ_k,fr:o = In¢+Inr? = cste.
pdo  rdo

und damit das erste Integral r2g]5 = h = cste..
Anstelle der 1. Gleichung arbeitet man besser mit der Metrik. Wahle
s = o (Bogenlange als Parameter). Dann, mit Hilfe des ersten Integrals

2 2 2 2 2 5
(A, e (A0ND (Ar\D L (NP (dr\? R
ds ds ds r2 ds r2



die Gleichungen fiir die Geodate lauten nun
d 1 d h
Y I d¢ _ h
ds r ds r2

Wir wollen die geometrische Form der Geodate, also die Bahnkurve
r = r(¢). Einfacher: finde die Bahn in der Form ¢ = ¢(r).

ﬂ _1—@—i£7 j:i arccosﬁ
do Cdr T2 2 dr r

= ¢ — ¢ = L arccos . Die Gleichung der Geodite ist | ? = cos(¢ — ¢o) |

r =

* aus der Skizze erkennt man, daB dies eine Gerade ist
h ist der Abstand der Geodate vom Ursprung
* Form der Geodate unabhangig von Koordinatenwahl

*|T7, # 0 impliziert nicht: Geodate gekrijmmt‘

N.B.: fiir u = 1 gilt die DGL der Geraden in Polarkoordinaten: dig

|
+
<
Il

o



Beispiele zu den geodatischen Kurven Il
Gleichung fiir geodatische Kurve

. 1
XP A+ T7 X" =0, My = Egpu (Gur\ + 8unm — Buau) = Th,

(C) Kugeloberflache 52, Kugelkoordinaten

(x',x*) = (0,9)

ds® = 22 (dt92+sin2 9d¢2) = o 0 = % 0
o &=\ 0 2sin20 )08 T 0 %sin]ée
der metrische Tensor gy, ist diagonal
1 1 4, 1 4
r;{,\ = Eg (g,un,)\ + Buik — gn)\,u) = Eg 81k, + ik — 8k 1

—_———
=0, da g1, = cste.  héangt von 6 ab

11 0 . .
= F§2 5 " <_8932 sin? 9) = —sinf cosf, 'k, =0 fiir alle anderen &, A



1
M2y = 287 (guwr + &uivw — Buap)

2
_ 1l _
- 2g g2l€,)\+g2>\,f€ 8r\,2
—_———— N——

héngt von 6 ab =0, unabhéngig von ¢

11 1 0 .
:f-jj-—(a25|n20) = cotf , riA:Oﬁir alle anderen k, A
2 a%sin“ 6 00

Fiir die Kugeloberfliche S? in Kugelkoordinaten sind die nicht-trivialen
Christoffelsymbole [, = —sinf cos und '3, =%, = cot 6.

2 _rz2
r21_r12

Die Gleichungen fiir die Geodate lauten xP 4+ T2 5550 =0

e do\? d2¢ 40 d¢
daz—sm0c059<dg) =0 |, @+2cot9$£:0




Losung der Gleichungen fiir die Geodite auf der Sphire S? (Kugelkoordinaten):

e do\? 426 46 do
@—sm9c059 (da) =0 |, @+2cot9££:0
falls % =0, hat man % = 0 aus der 1. Gleichung.

sei daher 92 # 0. Aus der 2. Gleichung folgt

do

1d¢ de ,
—.—(ﬁ—i—2cot0— =0 = In¢+Insin?6 = cste.
pdo do

und damit das erste Integral sin® 9(;5 = h = cste..
Anstelle der 1. Gleichung arbeitet man besser mit der Metrik. Wahle
s = o (Bogenlange als Parameter). Dann, mit Hilfe des ersten Integrals

do\? de\? do\?  22h?
1=2 (2 2620 (£2) = 2 (&
? <ds> TSmOl ) TTN\EG) Tanze



die Gleichungen fiir die Geodate lauten nun

do i\/sin20 — a%h? d¢  h

ds asiné " ds  sin?6

Wir suchen geometrische Formen, also die Bahn in der Form ¢ = ¢(0)

d¢ h asinf d hcotd
= arccos

= 4 -4 R
dé in20 \/cin2 9 — 242 dé /1
sin sin© 0 — a2h = —h?

(N.B.: Details zur Berechnung des Integrals auf der nichsten Seite)

Damit erhalten wir die Geodate in der Form

h
cos(d) — ¢0) — ——————cotf =
1 _ R
2
das kann man umschreiben: Acos¢ + Bsin¢ + Ccotf =0, A, B, C: bekannte Konstanten

Asinf cos¢ + Bsinf sin¢ + Ccosf) =0




[ Mathematische Anmerkung zu den Details der Integration:

wollen integrieren =

ah sin 0

=+

do 1
— = + h —_— T T notiere
= o 2 /sin29 1_ 2R ’
T sin?e
) 1/2
= :tah/ [1 a’h (1 + cot 0)]
sin® 6
—1/2
= :tah/ [1 — a’h? — 3®h% cot? 9]
sin’ 6
1 [1-a°K?
— h —|z2=a4 "
+a /du ah [ a?h?
/ -1 .
= /da s!noz = ta
sin «
32h2
= =+ arccos cot | = Larccos

wie behauptet. ]

(es ist besser, sin 0 nicht zu kiirzen)

1 2
—5— =1+ cot” 0
sin2 0 +
: dcotf _ 1
notiere “d0 e

setze u = cotf, = du = —

sin2 6

—1/2
2 /1 /1 .
U] setze u = m—l cosa = du= — m—l sin ada



N.B.: Solche Gleichungen entstehen durch den Schnitt einer Kugel, mit Mittelpunkt im Ursprung,
mit einer Ebene, die durch den Ursprung geht.

Kugel: x> +y?+ 2> =2 , Ebene durch Ursprung: ax+ 8y +~vz=0

Hessesche Normalform

man driicke nun die Koordinaten x, y, z der Ebene durch Kugelkoordinaten (Radius a) aus.

* Die Geoditen auf der Kugeloberfliche S? sind

also (Orthodrome)

1T 52 jst gekriimmt, da Geoditen keine Geraden

* rz)\ # O nOtWend |g fu r K r.L] mmu ng https://de.wikipedia.org/wiki/Orthodrome

* Orthodromen sind die Routen fiir Langstreckenfliige

Physikalische Relevanz: beschreibt freien Fall von Teilchen in einem
Raum mit gegebenem g,,,,, also evtl. mit Gravitation

ein sehenSWerteS VIdéO daZUZ http://images.math.cnrs.fr/Pourquoi-des-plis-dans-les-vetements.html



3.3 Lokal-euklidische Koordinaten

Theorem: In einem gekriimmten Raum, mit Koordinaten x? und metrischem
Tensor gap an einem Punkt P, gibt es eine Koordinatentransformation in P

Xa — )_(a = )_(a(x) , 8ab gab = gab(g(x))
so daB, mit x(P) = 0 und Konstanten Yaped = Vabed(P)
Bab = Oab + Yabca XX + . ..

Die wesentliche Aussage ist, daB man die linearen Terme in X? eliminieren kann; genau
diese geben aber die Werte der Christoffelsymbole ' am Punkt P. Die nicht-trivialen
Teile der Metrik enthalten die Koeffzienten v,pcq, die die Krimmung beschreiben.
lllustration: fiir den zweidimensionalen Fall (d = 2):

d52 = 8u (dxl)2 + 2g12dX1dX2 + 822 (dX2)2

2 2

1 812 2 812 2

= Ve dx +dx> + g» — == dx
< ' V811 811

= (d=Y)* + (dx%)?

man versteht also, wieso die Christoffelsymbole fur die Kriimmung nicht hinreichend sind

2



3.4 GauB'sche Krimmung
Theorema egregium (GAuUss) Fiir jede Oberfliche gibt genau eine GréBe K,
die gauB’sche Kriimmung, konstruiert aus den ersten und zweiten Ableitungen
des metrischen Tensors, so daBB K = 0 genau dann, wenn die Oberfliche flach ist.
Falls g, diagonal ist, hat man
1 1 { D’gn g

§g11g22 (8x2)2 a (8x1)2

n 1 |0dgu 3g22+ 0gi1 2 n 1 |0gu 8g22+ 0g» 2
2g11 | Ox1 Ox? Ox? 282 | Ox2 Ox? ox1

Es gibt drei Oberflachen mit K konstant Y=

L
R

R? (d)(2 + sin? Xd¢2) k = +1 Kugeloberfliche S?
ds® ={ R? (dx2 + x2d¢2) k= 0 Ebene R? (Zylinder R x S?)
R?(dx? +sinh® xd¢?) k= —1 Satteloberfliiche P?

und man hat K = %k Bildquelle: https://studywizards.com/curvy-pizza-math/
N.B.: die Satteloberfliche (Pseudosphire) P? C R? ist gegeben durch z2 — x2 — y2 = R?



In der euklidischen Geometrie ist der Kreisumfang S = 2xr durch den
Radius r gegeben. Im nichteuklidischen Fall hat man die Krimmung
N

3 21r—S [+>
K'_;rll—% r3 @

Ferner gilt der euklidische Satz iiber die Winkelsumme im Dreieck
a+ 8+~ =180°. Im nichteuklidisichen Fall hat man den WinkelexzeB3

e=a+p+y—7

Ist o die Flache eines Dreiecks (Polygons), so gilt

et =Ko

lllustration am Beispiel S?: das blaue sphirische Dreieck hat die Fliche
o= 29R2% und den WinkelexzeB3 6.

oc=0R*> = a:@:i::aK = K= —

K beschreibt lokale Eigenschaften einer Fliche (Mannigfaltigkeit). ‘




Weiterer Aspekt der GauB'schen Krimmung

Definition: Eine Abbildung f : M — N zwischen zwei Mannigfaltigkeiten
M, N heiBt Isometrie, falls die Langen invariant sind ds’ = df(s) = ds.

Man kann den Satz von GauB auch so aussprechen:

Theorema egregium: Die GauB’sche Krimmung K ist unter lokalen
Isometrieen invariant.

Folgerungen:

(a) die Ebene R? und die Sphire S2 sind nicht lokal isometrisch, da K> # Ks:.

(b) man betrachte die folgenden zwei Oberflachen: uvER, $€0,2m)

X = vcosu x = cosh u cos ¢
Helikoid: y =vsinu , Kathenoid: y = cosh u sin ¢
z=u z=u

Diese Flachen haben lokal die gleiche Krimmung und sind lokal isometrisch.

Bildquellen: https://fr.wikipedia.org/wiki/Hélicoide, https://fr.wikipedia.org/wiki/Caténoide



3.5 Tensoren
betrachte beliebige Koordinatentransformationen x* — x"* = x’¥(x)
die infinitesimale Form ist

In
dx'M = ZX—de” = A¥(x)dx”
X

Rappel: diese Matrizen verallgemeinern die Lorentztransformationen,
zB. t' = 'y(t — vx), x' = 'y(x — vt), y' =y, z/ = z, daher

8/
= —yv , Al —X:'y etc.

1 OxX _
1 Ox

ot ot
_ _ 0 __ _ /\0 _ =
ot

0
/\o—a—’Y: 1= 5, ="

Allgemeiner, ein kontravarianter Vektor V transformiert sich nach V +— V', wobei

Vo 5 —yv Vo
%8 —yv vy vi
73 1 v2
v3 1 v3
Fiir einen kontravarianten Vektor: V# — V' = %ﬁf %
— X"\

Fiir einen kovarianten Vektor: V), — V/ = 55V,



Definition: Die Komponenten eines Tensors der Stufe () transformieren wie:

/1 Ther o1 Os
T, = ox ox . ox Ox TPLr
et Oxm OxPr Ox'M Ox'As o1

man unterscheidet kontravariante und kovariante Indizes

1. der Vierervektor x* ist ein Tensor der Stufe ((1))
2. der metrische Tensor g, ist ein Tensor der Stufe (g)

* Man kann iiber ein Paar von kontra- und kovarianten Indizes kontraktieren

(verjiingen). Aus einem Tensor der Stufe (©) wird so ein Tensor der Stufe (1~7).

Beispiel: falls T Tensor der Stufe (2 , dann ist Toofﬁ Tensor der Stufe ().
A 1 0

- ax'™ 9xH /L 1aB  _ OxX'Y Ox'P oxt e _ ox'P ux
Beweis: wegen 5 5775 = 0/, hat man T'*P, = & BxX Ox/0 TrFA = Y THA, QED

* die Linearkombination von 2 Tensoren der Stufe (;) ist ein Tensor der Stufe (g )

* man kann Tensoren symmetrisieren oder antisymmetrisieren

1

(kKA) .
TN, =

1
A A A L A A
(T“H+T“> R o (T“ T“M)



oder auch

1
A . N > A A A A
Tl M]pff 31 (TK MP“ + T ;mm + 7 po T po T prf -T Wﬁ")

Quotiententheorem: Sei T = US, wobei T Tensor der Stufe (Zig) und U
Tensor der Stufe (;) ist. Dann ist S Tensor der Stufe (Z).

lllustration der Beweisidee an einem Beispiel:
‘Sei T!Y = UFSY,. Dann ist S Tensor der Stufe (}).’ Anwenden auf Vektoren &, 7 gibt

TH ix 5u§u77577)\ = (U,ué-#) '(SVK,)\ 51/7/'%7])\)
SN——————— ——r
skalar skalar

Bei Koordinatenwechseln & + &', n — 1’ hat man den Skalar, in beiden Systemen
Ox™ Ox" Ox"™

« s A
S po ((\/// n = Symk EV”KU Swn/\ 6/ " / SW,%)\ Ox'" 8XP Ox° 50477 77
Dies gilt fiir alle £, und 1”. Daher §%,, = 5" .» x”‘ %ﬁ: %;(, . Invertierung ergibt
ox" OxP Ox°

SIV - 7
R T X OxIE DX PO

wie behauptet. QED



Definition: Sei D := det %’; * die Jacobideterminante der Transformation

x — x'. Die Komponenten einer Tensordichte mit Gewicht w der Stufe ()
transformieren wie:

Ty Ter o1 o
S, D_W8x ”.8x ‘ ox Ox Ssm---pr
T OxP1 OxPr Ox™ Ox's 710
Beispiele:
1) der total antisymmetrische Tensor mit Komponenten e##** hat w = —1
P o
2) wegen g, = o O g» hat man

/ / Ox” ? -2
g =detg,, = | det BT detg,, = D “g

Die Determinante des metrischen Tensors ist eine Tensordichte mit w = 2.
Folgerung: 4D Volumenelement dV = %%)\de“dxkdx“dxl’

!/

dv’' = %E;de’”dx“dx’udx’” = %(det g—’;) Epaprdx"dx*dxtdx” = D dV

% invariantes Volumenelement | /g’ dV' = /g dV
im Minkowskiraum hat man dagegen /—g’ dV' =,/—g dV




un peu de vocabulaire fr-all/ein wenig dt-frz Vokabular

Mannigfaltigkeit, variété, f

GroBkreis, m grand cercle, m
Orthodrome, f orthodromie, f

Geodate, f géodésique, f

GauB'sche Koordinate, f coordonnée gaussienne, f
GauB'sche Krimmung, f courbure gaussienne, f
Helikoid, n, Wendelflache, f hélicoide, f

Kathenoid, n caténoide, f

Tensor der Stufe (7), m tenseur de I'ordre ([), m
Spannungstensor, m tenseur des contraintes, m
Verzerrungstensor, m tenseur des déformations, m
kontraktieren, verjiingen contracter

le genre grammatical des substantifs (m,f) est indiqué/das grammatikalische Geschlecht (m,f,n) der Substantive ist angegeben



