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Serie 1



1. Zu dem Geschwindigkeitsvektor (Raumvektor=Dreiervektor) v
gehort der Vierervektor (quadri-vecteur) u = (u°, u) der
Vierergeschwindigkeit (quadri-vitesse). Wie kann man folgende
Ausdriicke beschreiben:

© u® durch v :=|v|.

Q@  mitj=1,23durch v.

© u° durch

© d/dr (wobei T die Eigenzeit/temps propre ist) durch d/dt
und v

vl durch o/, mit j =1,2,3

v = |v| durch u°

© 0



Losung:
Man hat stets u = (u°, u), wobei

. -1/2
uozg—::’y,u:’yv, m|tfy:(1—v2) / undc:lgesetzt.2 ,
Um diesen Punkt einzusehen, beginne man mit w=-1< —(uo) + (u) =-1.

Mit den Definitionen von oben gibt das —v? 4+ 7?v? = —1 und daraus dann
schlieBlich v = (1 — v2) /%,
(1) U0 = (]_ — V2)71/2 wobei v = |v| Betrag der Dreiergeschwindigkeit
(Q =9v=(1- vz)_l/zvf mit j = 1,2,3
(3) eine Viergeschwindigkeit erfiillt immer u-u = —2 4+ 72v? = —1.
Daraus «® = (1+ (u)?)"? = (1+ viu))"?

d _dtd _ ., d _ 2\~
) & = Grae=ra=01-v) &
B) vV =/ =1+ du)
(6) v=|v|=(1— (©)*)"?



2. Man betrachte zwei "Lorentzboosts’, namlich L, in der
x-Richtung und L, in der y-Richtung. Wie lauten die Matrizen fir
die zusammengesetzten Lorentztransformationen L, L, und L[, ?
Vertauschen diese Lorentztransformationen ?



Losung:
Die Matrizen der Lorentztransformationen in x- und y-Richtung sind

Yx Yx Vx Yy 0 vy
L, = Yx Vx Yx , Ly _ 0 1 0
1 v 0y
1 1
. -1/2 -1/2
wobei v, = (1 — vf) 2 und Yy = (1 — vf) 2, Leere Plitze sind Null

Hintereinanderausfiihrung der Lorentztransformation erfolgt durch
Matrixmultiplikation

Ix Yx Vx Yy 0 Yy Vy
_ Yx Vx Tx 0 1 0
bly = 1 W 0y
1 1

VxVy Yx Vx YxVy Vy
_ YxYy Vx Yx IxYy Vx Vy

Yy Vy 0 Yy
1
IxVy Yy Yx Vx Yy Vy
Vx Vx Yx 0 / \T
L,L = = (LxL, LyL
v YxVyVy  IxVyVxVy Yy ( ) # by
1

BE" | orentztransformationen in verschiedenen Raumrichtungen vertauschen nicht.



3. Sei u ein kontravarianter Vierervektor und v ein kovarianter
Vierervektor. Zeigen Sie, daB das Skalarprodukt u - v = vy,
lorentzinvariant ist.



Losung:
Fiir einen kontravariant transformierenden Vektor u* — u'* = ALy

Fiir einen kovariant transformierenden Vektor v,, = 7, v” reduziert man auf
den kontravarianten Fall.

Das Skalarprodukt ist u- v = utv, = u*v’n,,. Damit

wveu v = gtV
12 (o}
— ’)7’“//\5/\0. UPV
—_————

=MNpo
= NV’ =u-v

Alternative: man kann direkt die Transformation von v, herleiten:

Nuv = Nvp
I __ v __ v.op _ AP
Vi BV = v = v =Ny,

/ / / /
= u-v =nuutv’= 77“”/\5/\1‘3 UV = Nept’ve =u-v



4. Zwei Inertialsysteme (repéres d’inertie) bewegen sich mit
den Dreiergeschwindigkeiten v; und v,. Zeigen Sie, daB der
Betrag ihrer Relativgeschwindigkeit v durch folgenden Ausdruck
gegeben ist:
2 (V1—V2)2—(V1/\V2)2 (1)
(1 — V1 - V2)2

fiir die Germanophonen: a A b bezeichnet das Vektorprodukt (produit vectoriel) der
3D Vektoren a, b; in Deutschland iiblicherweise geschrieben als a x b.

Es gilt |a A b| = |a||b| sin 8, wobei 6 der Winkel zwischen a, b ist. FerneraAb L a, b



Losung:

Seien u; und up die Viergeschwindigkeiten in beiden Inertialsystemen.

Im System 1 hat man u; = (1,0), ux = (y,7yv) mit v = (1 — v?)~1/2
Dann gilt u; - up = — und dies ist lorentzinvariant.

In einem beliebigen dritten Inertialsystem hat man u; = (7y1,71v1) und

Uy = ("}/2,'}/2V2). Damit

—1/2 !
(1_ V2) / =79 = —up-u2 = 7172 — Y17Y2V1 - V2

und unterscheide zwischen den Skalarprodukten im Minkowskiraum und im 3D Raum !

Das gibt 1 — v? = (7172)72(1 —vy- v2)72. Auflésen nach v? ergibt

P A e )
(17v1-v2)2
B 1—2v1~v2+(v1~v2)2—1+v12+v22—v12v22
B (17v1-vz)2
_ (W -2vive+ i) +vfvi(cos?0—1)  (vi—v2)® — (viAwv2)?
B (lfvl-vz)2 n (1—vy-vy)?

wie behauptet.

hier ist 0 der Winkel zwischen v1 und vy: vi - vy = vivp cosf



5. Auf einer sehr langen geraden Schiene (die man sich entlang der
x-Achse denken kann) rollt ein Zug mit der Geschwindigkeit v. In
diesem Zug steht ein Tisch mit einer Modelleisenbahn, dessen Zug
sich ebenfalls entlang der x-Achse bewegt und mit der
Relativgeschwindigkeit v. Auf dem Modelleisenbahnzug rollt ein
Miniaturmodell, mit Relativgeschwindigkeit v in Bezug auf den
Modellzug, ebenfalls in der x-Richtung.

Wenn man sich diese Prozedur n-fach iteriert vorstellt, wie groB ist
die Relativgeschwindigkeit v, des n-ten Zuges ? Was passiert im
Grenzfall (limite) n — oo ?

Wer will, kann an die Fléhe von Jonathan Swift (irischer Satiriker, 1667-1745) denken:

So, naturalists observe, a flea

Hath smaller fleas that on him prey;
And these have smaller still to bite them;
And so proceed ad infinitum.

Thus every poet, in his kind,

Is bit by him that comes behind.



Losung:
Da alle Geschwindigkeiten parallel sind, geniigt es, die Rapiditaten zu
addieren: v = tanh 6. Damit

0, = nd
oder
v, = tanhf, = tanh(n artanh v)
n/2 n
1+v\" 1—[(1-v)/(1+ V)]
= tanh{In = =
—v 14+ [(1—v)/(1+ V)]
50, naturalists observe, a flea
. 1 1 ! Hath smaller fleas that on him prey;
wobei man verwendet: artanhx = 3 In % And these have smaller stil to bit 'em;
1_e—2x 4 And so proceed ad infinitum.
und tanh x = Tre " : Thus every poet, in his kind,

Is bit by him that comes behind.

. (Jonathan Swift)
Firn— oo hat manv, - 1=rc.

izquotes.com

Source: https://www.quotemaster.org/Flea



6. Das Minkowski'sche Skalarprodukt u? = u - u eines Vierervektors
u mit sich selbst erlaubt folgende, relativistisch invariante
Klassifizierung von Vierervektoren (mit der in der Vorlesung

verwendeten Konvention u? := —(u0)2 + (u1)2 + (u2)2 + (u3)2 ):

u? <0 u ist zeitartig (courbe de temps)
falls ¢ u? =0 u ist lichtartig (courbe de lumiére) (2)
u? >0 u ist raumartig (courbe d’espace)

Fir einen nicht raumartigen Vierervektor kann man ferner
unterscheiden, in zukunftsgerichtete Vierervektoren mit u® > 0
und vergangenheitsgerichtete Vierervektoren mit u° < 0. Ist
diese Einteilung lorentzinvariant ?

Anders gefragt, kann man eine Lorentztransformation finden, die
fiir einen zeitartigen oder lichtartigen Vierervektor u es erlaubt, von
u® > 0 nach v’° < 0 iberzugehen 7 Zeichnen Sie qualitativ einen
Lichtkegel mit zukunftsgerichteten und vergangenheitsgerichteten
Vierervektoren.



, Die Lorentztransformation fiir u© ist

/0

us = 7(u0

—v-u)

Falls u zeitartig und u® > 0, gilt dann stets u'© > 0

Falls u zeitartig, dann hat man (u0)2 —u?>0= u>|ul>0.
Da die Relativgeschwindigkeit |v| < 1 (c =1), hat man (verwende die

Cauchy-Schwarz Ungleichung im ersten Schritt)
ju-v] < Jul|v] < lu] < °

und aus der Lorentztransformation folgt dann u/® > 0.

Der Lichtkegel in 1+ 2 Dimensionen dient zur lllustration.

*)

Analog kann man fiir u lichtartig argumentieren: die Lorentztransformation (*) dndert nicht das

Vorzeichen von u?.



