Ubungen ALLGEMEINE RELATIVITATSTHEORIE/RELATIVITE GENERALE  Série 4

In den Aufgabenstellungen (énongés de probléme) wird im Allgemeinen vorrausgesetzt.

1. Zeigen Sie, daf} die Gravitationskraft auf einen Probekorper innerhalb einer gravitierenden Hohlkugel
verschwindet.

Hinweis: das Birkhoff’sche Theorem besagt, dal die Schwarzschildmetrik eine Losung der Feld-
gleichungen R,, = 0 im Falle spharischer Symmetrie ist. Kann eine solche Losung im Inneren
einer Kugel noch Singularitaten haben ?

Ein analoges Ergebnis gilt auch in der Newton’schen Gravitationstheorie und in der Elektrostatik.

2. Mathematisch hat ein gekriimmter (‘Riemannscher’) Raum in d Dimensionen eine konstante
Kriimmung, falls der Riemanntensor R, . durch den metrischen Tensor g,, (mit detg # 0)
wie folgt ausgedriickt werden kann

R,u,y)\n =K (gp)\glm - g,ungu)\) (1)

wobei die Konstante K die konstante Kriimmung beschreibt. Zeigen Sie, dal dann der Riccitensor
stets die Form hat
Ry =97 Ropry = K(d— 1)9#!/ (2)

LaBt sich eine allgemeine Aussage iiber zweidimensionale Rdume (d = 2) treffen ?
Hinweise: ¢°"g,, = d. Man erinnere sich an die allgemeine Form von R, fir d = 2.

3. Aus der Untersuchung der Systematik der Galaxienbewegungen, sehr weit entfernt von der Erde,
hat sich in den letzten Jahren herausgestellt, daf§ die folgende Variante der Einsteinschen Feld-
gleichungen von physikalischem Interesse ist

R 3

wobei A kosmologische Konstante genannt wird. G ist die Newtonsche Gravitationskonstante.
a) Was sind die Dimensionen von A 7

b) Zeigen Sie durch eine geeignete Kontraktion, dafl der Ricciskalar R = xT + 4A (mit T":=T¥)
lautet und leiten Sie damit aus (3) die folgendende alternative Form der Feldgleichungen her

1
R, — §g,ﬂ,R +Agu = =K1 , K= .

R;w = Ag/ux — R (T;w - %guVT> (4)
c) Ist ohne duflere Gravitationsquellen, also fiir 7),, = 0, die flache Minkowskimetrik eine Lésung
der Feldgleichungen (4) 7 Vergleichen Sie die Feldgleichungen (4) ohne Quellen mit der Form (2)
eines Riemannschen Raumes konstanter Kriimmung. Lat sich die kosmologische Konstante A so
geometrisch deuten 7

d) Im nichtrelativistischen Limes ergibt die Komponente y = v = 0 aus Gl. (4) die Newtonschen
Gleichungen. Zeigen Sie, dafl man fiir A # 0 eine verallgemeinerte Poissonsche Gleichung erhalt

A¢ + Ac* = 47Gp (5)
wobei ¢ = —§h00 das Newtonsche Gravitationspotential ist, g,,, = 7, —hu+. .. und A bezeichne
den tiblichen Laplaceoperator.

e) Zeigen Sie, daB fiir A # 0 man phénomenologisch eine zusétzliche Kraft F, = %ACQT im

Abstand r von jedem Kraftzentrum erhalt. Fiir welche Klasse von Objekten wiirde man also vor
allem mefibare Effekte der Konstanten A erwarten 7

Hinweis: in 3D Kugelkoordinaten lautet der Laplaceoperator Af(r) = %;—:2 (rf(r)), im Falle
spharischer Symmetrie.



4. Auf der Oberfliche einer Pseudosphire P? hat man die Metrik (a ist eine feste Lange)
ds® = g, dztdz” = o (dx2 + sinh? ngbZ) (6)

Ist P? gekriimmt ist ? Berechnen Sie den Ricciskalar R als Funktion von a. Wodurch unterscheidet
sich die Pseudosphire P? von der Kugeloberfliche S? ?
Hinweise: Der Riemanntensor R und die Christoffelsymbole I" sind gegeben durch

R;yy = F’;l/,,u - F';,u,z/ + Fg,uriy - qupiu
1
I, = §gup(gpu,)\ + Iprr = Gurp) (7)

Wieviele unabhangige Komponenten hat der Riemanntensor fiir P? ? Der Riccitensor ist R, =
R, und der Ricciskalar R = g"" R, .
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5. (a) Man wiederhole die Berechnung der Periheldrehung einer elliptischen Keplerbahn fiir den Fall,
da R/r < 1 ist.
(b) Falls der zentrale Stern durch rasche Eigenrotation abgeplattet ist, wir sein Newton’sches
Gravitationspotential die phédnomenologische Form V(r) = —Mr~' — AMr~3 annehmen, wobei
A die Abplattung beschreibt. Berechnen Sie im Rahmen der Newtonschen Theorie die aus der
Abplattung resultierende Periheldrehung eines auf einer Ellipse umlaufenden Planeten.
(c) Was passiert, wenn die Abplattung der Sonne so groff ware, dafl diese Abplattung alleine die
Periheldrehung des Merkur erklaren konnte ? Schatzen Sie die Periheldrehung fiir die ersten vier
Planeten des Sonnensystems ab.
Hinweis: man kann die Elliptizitat der Bahnen vernachlassigen.

6. Ein Lichtteilchen (Photon nach Einstein) bewege sich in einer ebenen Bahn in einer Schwarzschild-
metrik. Zeigen Sie, dafl die Bahngleichung des Photons lautet:

d? /1 1 3R
Rt )

wobel R der Schwarzschildradius ist.

7. Benutzen Sie die Bahngleichung (8) aus der vorigen Aufgabe, um die Ablenkung von Lichtstrahlen
im Schwerefeld eines Sternes zu berechnen.

8. Ein Teilchen lauft auf einer Kreisbahn von Bahnradius » um einen Stern mit Masse M und Stern-
radius R > R, wobei R = QCC’;M der Schwarzschildradius ist. Zeigen Sie, daf§ das 3. Kepler’sche
Gesetz in der Form

1R
“5 ®)

gilt, wobei 2 die Winkelgeschwindigkeit auf der Bahn, fiir einen weit entfernten Beobachter,
bedeutet.
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