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3. [10 Punkte] Perle auf einem rotierenden Draht
Eine Perle der Masse m gleitet reibungsfrei auf einem starren Draht, der sich mit konstanter Win-
kelgeschwindigkeit w um die z-Achse dreht. Der Draht bildet mit der z-Achse einen festen Winkel
0 < o < . Die Perle kann sich nur entlang des Drahts bewegen. Die Schwerkraft F, = —mgé, wirkt
in negativer z-Richtung.
(a) Formuliere das System mit den Lagrange-Gleichungen 1. Art in Zylinderkoordinaten (r, ¢, z).
Die Position der Perle lautet in Zylinderkoordinaten r = ré, + zé,.
i. Bestimme die Bewegungsgleichung der Perle, indem du den Lagrange-Multiplikator elimi-
nierst.

Hinweis: Fiir die z-Koordinate lautet das Ergebnis: 3 = w?

sin® a - z — g cos® a.

ii. Lose die Bewegungsgleichung mit dem folgenden Ansatz:
2(t) = C1 exp(wtsin @) + Cs exp(—wt sin «) + % cot? a
w

und den Anfangsbedingungen z(0) = 2(0) = 0, hierbei sind C; und C5 unbekannte Kon-
stanten.

iii. Bestimme nun die exakte Form der beiden Zwangskriifte mit Hilfe der Losung z(¢) und
interpretiere deren physikalische Bedeutung.

(b) Stelle die Lagrange-Gleichungen 2. Art fiir dieses System auf und berechne daraus erneut die
Bewegungsgleichung.
Hinweis: Siehe Kochrezept aus der Vorlesung und Aufgabe 4(f).

(c¢) Untersuche, ob die Gesamtenergie der Perle erhalten bleibt. Begriinde physikalisch, warum sich
die Energie veréndert.

Hinweis: In Zylinderkoordinaten bilden die Einheitsvektoren
€. =cospeé, +sinpé,, é,=—sinpé,+cospe,, €, =¢,
eine ortsabhéngige, orthonormale Basis. Die Beschleunigung lautet in Zylinderkoordinaten
i=(F—rd?) &+ (2r@ + 1) &, + 26,
und der Gradient eines Skalarfeldes f(r, ¢, z) hat die Form

of . 10f . of .

Vf= é + — + —=e,.

or T£e¢ 0z
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4. [10 Punkte] Pendel mit horizontal oszillierendem Aufhingepunkt
Ein Pendel der Lénge ¢ und Masse m ist reibungsfrei an einem Faden aufgehéngt, dessen Aufhinge-
punkt sich mit konstanter Amplitude A und Kreisfrequenz w in horizontaler Richtung bewegt. Die
Position des Aufhdngepunkts sei gegeben durch

xa(t) = Acos(wt), ya(t)=0.

Die Bewegung findet in der zy-Ebene statt, wobei die Schwerkraft F, = —mgé, in negativer y-
Richtung wirkt.

(a)

(b)

()

Stelle die Zwangsbedingung in kartesischen Koordinaten x(t),y(t) auf, die beschreibt, dass die
Masse stets im Abstand £ vom Aufhingepunkt bleibt.

Stelle die Lagrange-Gleichungen 1. Art in den Koordinaten z(t), y(¢) auf.

Verwende die Koordinatentransformation
x =rsinp 4+ Acos(wt), y=—rcosp,

um die Lagrange-Gleichungen 1. Art und die Zwangsbedingung in den neuen Koordinaten r(t)
und ¢(t) auszudriicken.

Bestimme aus den transformierten Lagrange-Gleichungen 1. Art die Bewegungsgleichung und
die Zwangskraft A(t).

Interpretiere die einzelnen Beitrdge der Zwangskraft physikalisch.

Stelle die Lagrange-Gleichungen 2. Art auf. Gehe wie folgt vor:

e Fiihre dazu eine geeignete generalisierte Koordinate ¢(t) ein, welche den Winkel des Fadens
zur Vertikalen beschreibt.
e Stelle die Lagrange-Funktion L =T — V auf.

e Leite daraus die Bewegungsgleichung fiir () her.
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Hinweis: Die Bewegungsgleichung lautet: ¢ = %w cos(wt) cos p — 9 sin @
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