Kelvin-Helmholtz-Instabilitéat

Die Kelvin-Helmholtz-Instabilitdt tritt in Schichten-
stromungen auf, in denen das Stromungsprofil min-
destens einen Wendepunkt hat. Die freie Scherschicht,
die nach einer Stromungsabldsung entsteht, z.B. an ei-
ner Dilse oder hinter einem stumpfen Korper, weist
solch einen oder mehrere Wendepunkte auf. Sind zwei
Fluide mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten ge-
schichtet und nicht mischbar, so kann sich eben-
falls eine instabile Scherschicht ausbilden. Die Kelvin-
Helmholtz-Instabilitdt beschreibt die rdumliche und
zeitliche Ausbreitung einer dieser Scherschicht aufge-
prégten Storung. Die Instabilitat der Scherschicht ist al-
lein auf die Form des Strémungsprofils zuriickzufiihren
und praktisch unabhédngig von der Viskositat, im Ge-
gensatz zur Tollmien-Schlichting-Instabilitdt, die erst
durch die viskositéatsbedingte zeitliche Schwankung des
Stromungsprofils an einer Wand entstehen kann.

Die Kelvin-Helmholtz-Instabilitdt wurde zuerst von
HERMANN V. HELMHOLTZ [5] im Jahr 1868 be-
schrieben. LORD KELVIN [6] formulierte und Igste
im Jahr 1871 das Problem der Instabilitat. Analyti-
sche Losungen der die Kelvin-Helmholtz-Instabilitét
beschreibenden Rayleigh-Gleichung [10] sind von
S.CHANDRASEKHAR [3] zusammengetragen worden.
Numerische Methoden sind bei A.MICHALKE [7],
R.BETCHOW & W.O.CRIMINALE [2] zu finden.
Grundlagen und Konzepte der Strémungsinstabilitdten
vermitteln die Biicher von P.G. DRAZIN & W.H.REID
[4] sowie von H.OERTEL JR. & J.DELFS [8].

Sachver halt

Betrachtet werden im Folgenden zwei geschichtete in-
kompressible zdhigkeitsfreie Fluide in zwei ebenen,
parallelen Strémungen mit verschiedenen Geschwin-
digkeiten U1 und U,. Eine solche Stromung entsteht
z.B. hinter einer Splitterplatte (Abb. 1). Lost die Grenz-
schicht ab, bildet sich zwischen den beiden Strdmungs-
gebieten eine freie Scherschicht, die durch grofe
mittlere Geschwindigkeitsgradienten %—U charakterisiert
ist. Die Kelvin-Helmholtz-Instabilitdt beschreibt die
Entwicklung dieser Scherschicht unter einer duBeren
Storung. In einem mit Uy = (U1 4+ U;) /2 bewegten Be-
zugssystem und der Idealisierung, dass die Scherschicht
unendlich diinn sei (Abb. 2), lasst sich in einem Gedan-
kenexperiment, wie in Abb. 3 gezeigt, die Scherschicht
stationdr nach oben auslenken. Dann stellt sich aufgrund
der schnelleren Strémung im oberen Gebiet nach der
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Abbildung 1: Entstehung eines instabilen Stromungs-
profils
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Abbildung 2: Bezugssystem und ldealisierung der
Scherschicht

Bernoulli-Gleichung
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QpU2 + Pstat = Pges = CONSt.

ein statischer Unterdruck ein und im unteren Gebiet ein
statischer Uberdruck. In dieser stationdren Betrachtung
wirkt dann auf die Scherschicht insgesamt eine desta-
bilisierende Kraft nach oben. AuRerdem wird aufgrund
der sich oberhalb und unterhalb der Scherschicht ein-
stellenden Asymmetrie der Stromungsgeschwindigkeit,
die Scherschicht nach rechts transportiert, was zu einer
Aufsteilung flhrt.

Wird die freie Scherschicht — wieder in einem Ge-
dankenexperiment — rdumlich sinusformig ausgelenkt
(Abb. 4), so wachst die Amplitude aufgrund der destabi-
lisierenden Druckfelder zeitlich an, und die benachbar-
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Abbildung 3: Potentiallésung einer gedachten Scher-
schichtauslenkung
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Abbildung 4: Aufwickeln der Scherschicht bei endli-
chen Amplituden
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Abbildung 5: Rdumliche und zeitliche Ausbreitung ei-
nes Stérimpulses

ten stark gekrlimmten Berge und Taler laufen aufeinan-
der zu, was im weiteren Verlauf zu einer Aufwicklung
der Scherschicht flihrt. Unberlicksichtigt bleibt in die-
ser Plausibilitatsbetrachtung, dass der Druckabfall iber
die Scherschicht hinweg zur Beschleunigung dieser
flihrt, was in der stationdren Bernoulli Gleichung nicht
beriicksichtigt wird. Das instationédre Problem ldsst sich
vollstandig durch Wirbeldynamik beschreiben ([1],[4]).

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer infinitesima-
len, rdumlich und zeitlich impulsférmigen Storung
muss aus Symmetriegriinden Up, = (U3 +U>) /2 sein. In
einem Bezugssystem, in dem U, gerade —U5 ist, wachst
die Stérung zeitlich an und bleibt am Ort der Storung fur
alle Zeiten stehen, man spricht dann von einer absolu-
ten Instabilitdt. In einem Bezugssystem, dass sich mit
U, bewegt, schwimmt der Stérimpuls vom Stérort ab
und wird raumlich verstarkt; nach einer gewissen Zeit
verschwindet die Stérung am Stérort. Man spricht dann
von einer konvektiven Instabilitat (Abb 5).

Der Begriff der Kelvin-Helmholtz-Instabilitat kann
weiter gefasst werden, wenn man in den Schichten ver-
schiedene Fluide, mit verschiedenen Dichten und Ober-
flachenspannungen zuldsst und die Gewichtskraft mit
einbezieht. Prinzipiell dndert sich dadurch lediglich die
Beziehung von Quergeschwindigkeit und Druck an der
Schnittstelle zwischen den beiden Fluiden. Die Ober-
flachenspannung und die Gewichtskraft haben dabei
einen stabilisierenden Effekt auf die Kelvin-Helmholtz-

Instabilitat.

Kennwerte, Funktionen

Wird eine Schichtenstromung mit dem Haupt-
stromungsprofil U (y) an einem Ort zeitlich sinusférmig
mit der Frequenz ws gestdrt und ist diese Stdrung
infinitesimal, so lasst sich im Sinne der klassischen
Stabilitdtstheorie jede StromungsgroRe @ als Summe
eines zeitlich gemittelten Teils ® und einer diese
Grundstromung stérenden Welle mit der Wellenlange
21/0{k} und einer Anfachung —C{k} darstellen:

= B(y) + D(y) - et

D(x,y,1)
Aus der Impulsgleichung fir inkompressible Stromun-
gen ldsst sich durch Linearisierung die Rayleigh-
Gleichung fiir die Amplitude der Quergeschwindigkeit
V(y) ableiten:

- d?U(y)
dZV(y) 2 dy? ~
= [ k°+= -V(y),
dy2 oy = )V

wobei als Randbedingung zu fordern ist, dass V(y) fiir
y — oo verschwindet. Die Lésungen dieser Eigenwert-
gleichung liefern komplexe Dispersionsrelationen zwi-
schen der eingebrachten Storfrequenz ws und der kom-
plexen Wellenzahl k. Es ist ebenso umgekehrt maglich,
die zeitliche Anfachung und Schwingungsdauer w auf
eine vorgegebene raumlichen Storwellenlénge ks zu fin-
den, was hier aber nicht betrachtet werden soll.

In Abb. 6 ist die rdumliche Anfachung und Wel-
lenldnge (komplexe Wellenzahl k) als Funktion der reel-
len Storfrequenz ws dargestellt. Als dimensionslose An-
regungsfrequenz wird hier die Strouhalzahl

Sr= 7(05%
U1 — Uy
benutzt, wobei & die charakteristische Dicke der Scher-
schicht darstellt. Fir Scherschichten endlicher Dicke
gibt es ein Fenster, in dem Anfachung (—O{k} > 0) auf-
tritt.
Das Stromungsprofil eines Freistrahls fiihrt zu zwei
Dispersionsrelationen (Moden) wie in Abb. 7 gezeigt.
Betrachtet man zusétzlich Dichteunterschiede dp/dy
in y-Richtung, so ist die Richardson-Zahl

2
i 9% (W)
pdy” \ dy
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Abbildung 6: Dispersionsrelation verschiedener insta-
biler Stromungsprofile, die Linien mit Punkt am Ende
sind fiir U1=3/2U,,, und U, = 1/2U,, errechnet, die Lini-
en ohne Punkt gelten fir Uj=2Un und U, =0
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Abbildung 7: Pump- und Pendelmode fiir einen Frei-
strahl mit AU / cosh(y/8)2-Profil

Abbildung 8: Kelvin-Helmholtz-Wolken, in der N&he
von Boulder, Colorado USA, mit freundlicher Geneh-
migung des National Center for Atmospheric Research,
USA

eine dimensionslose Grolie, die das Verhaltnis von sta-
bilisierenden Auftriebskraften aufgrund des Dichtegra-
dienten zu destabilisierenden Druckkréften aufgrund
der Scherung beschreibt. Diese GroRe wird oft zur Klas-
sifizierung turbulenter Mischungsvorgénge in der At-
mosphére herangezogen.

Anwendungen

Die Kelvin-Helmholtz-Instabilitat lasst sich bei Inver-
sionswetterlagen am Himmel beobachten, dabei entste-
hen die typischen Kelvin-Helmholtz-Wolken (Abb. 8).
Bei der sogenannten CAT (clear air turbulence), die
ebenfalls durch die Kelvin-Helmholtz-Instabilitat ent-
steht, kdnnen sehr groRe, fir Flugzeuge gefahrliche Ver-
tikalgeschwindigkeiten auftreten.

Die Anregung von Wasserwellen durch Wind, lasst
sich teilweise durch die Kelvin-Helmholtz-Instabilitét
beschreiben.

Wird die Splitterplattenkonfiguration in Abb. 1 durch
ein oszillierendes Druckfeld gestort (hier mittels zweier
Membranen, die sich gleichphasig bewegen) lassen sich
die in Abb. 9 durch Tinte sichtbar gemachten raumlich
angefachten Kelvin-Helmholtz-Wellen beobachten.

Dasselbe ist fiir einen Freistrahl in Abb. 10 (a) und
(b) zu sehen.

Das Stromungsprofil des Nachlaufs hinter einem quer
angestromten Zylinders ist absolut instabil. Daraus re-
sultiert die K&rmansche WirbelstraRe. Sie hat tiber einen
sehr grof3en Bereich von Anstromungsgeschwindigkei-
ten Ug (Reynoldszahlbereich) eine Strouhalzahl (Sr =



w (a) @ =1.6 Hz, kl. Stérampl.

e (b) ws =2.4Hz, kl. Stérampl.

Uy =0.5<0

(c) ws =2.4Hz, gr. Stérampl.

Abbildung 9: Kinstliche Anregung der Kelvin-
Helmholtz-Instabilitdt in Wasser an der Hinterkante ei-
ner Platte. (Bilder von A.Ickler)

Abbildung 10: Konvektive Instabilitdt des Freistrahls
AU = 5cm/s: (a) und (b) mit kiinstlicher Anregung ws =
1Hz (a) und ws = 2Hz (b), selbsterregte Schwingung
des Strahl-Kanten-Systems (c). (Bilder von A.lckler)

f- Zylinderdurchmesser d/Up) von Sr = 0.21, damit
,Singt* eine Leitung (d = 5mm), die mit Ug = 10m/s
angestromt wird bei einer Frequenz von 420Hz.

Die Kelvin-Helmholtz-Instabilitdt erzeugt Schall,
wenn eine rdumlich angefachte Kelvin-Helmholtz-
Welle auf ein Hindernis stofit [9]. In Abb. 10 (c) ist
eine durch Tinte sichtbar gemachte selbsterregte Os-
zillation des Freistrahls zu sehen. Diese Tonerzeugung
wird in Floten und Orgelpfeifen ausgenutzt, indem noch
ein Oszillator angekoppelt wird, dessen Resonanzfre-
quenz die Schwingungsfrequenz der Kelvin-Helmholtz-
Instabilitat bestimmt. Unerwiinscht ist diese Schaller-
zeugung z.B. beim Wummern von gedffneten Bahn-
oder Autofenstern.

Soll sich ein durch eine Duse in einen Raum ein-
gespritztes Medium mit dem Medium in diesem Raum
mdglichst gut mischen, so kann man die Energie der tur-
bulenten Mischbewegung durch gezielte kiinstliche An-
regung der Kelvin-Helmholtz-Instabilitdt erhdhen und
damit die Durchmischung beschleunigen.
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