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Gradient und Hohenlinien

Zur Erinnerung: Die Anderung einer Funktion f unter einer kleinen Verschiebung AZ kann als
Skalarprodukt mit dem Gradienten V f ausgedriickt werden: Af = (Vf) - AZ.

e Warum zeigt der Gradient v f immer in die Richtung des steilsten Anstiegs von f7

e Entlang mancher Verschiebungen AZ ist f konstant. Wie sind solche AZ relativ zu v f
orientiert? Verwendet ein analoges Argument wie beim letzten Punkt.

e Betrachtet folgende Funktion: h(z,y) = y — 4115”2' Wie sieht h(z,y) aus? Skizziert in der
(x,y)-Ebene die Hohenlinien, auf welchen die Funktion den Wert —1, 0, 1 oder 2 annimmt.

e Berechnet nun den Gradienten von h und tragt den Gradienten auf der Hohenlinie fiir
h = 0 an ein paar Stellen ein.

Lo6sungsskizze:
o Af = (Vf)-AZ = |Vf||AZ]| cosf ist maximal bei § = 0, also wenn V f parallel zu AZ
ist.

e Keine Anderung bedeutet, dass Af = |V f||AZ| cos @ = 0. Das ist der Fall bei 6 = Z bzw.
wenn die Verschiebung Az senkrecht zum Gradient v f steht.

o hz,y)=y— imQ hat die Form einer schrig in der (z,y)-Fliche liegende Parabelschar:

o

Die Hohenlinien sind ebenfalls parabelférmig, z.B fiir h(z,y) = 0 — y(z) = jo*:



fy=x"*1/4
gy=x*1/4+1
hiy—xi*1/4+2

py=x*1/4-1
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Eingabe...

e Gradient von h(z,y):

Eingezeichnet in Hohenlinie bei




Mehrdimensionale Taylor-Entwicklung

Berechnet die mehrdimensionale Taylor-Reihe von g(z,y) = cosh(z)In(y + a) mit a > 0 um
den Entwicklungspunkt (0,0) bis zur 2. Ordnung. Geht wie folgt vor:

e Gebt zunéchst die allgemeine mehrdimensionale Taylorentwicklung einer Funktion f(x,y)
um den Entwicklungspunkt (xg,y0) bis zur 2. Ordnung (also bis zur quadratischen Naherung)
an.

e Berechnet dann die einzelnen Terme der Taylor-Entwicklung fiir g(x, y) = cosh(z) In(y+a)
um (0, 0).

e Zeigt, dass sich die Taylor-Entwicklung von ¢(z,y) = cosh(z) In(y+a) um (0, 0) zusammen
fassen ldsst zu:

g(x,y) =In(a) + L 1 In(a)x® — ly—2 + O(Az?, Ay?).
’ a 2 2 a? ’
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Fiir die mehrdimensionale Taylor-Reihe von g(z,y) um @ = (0,0) bis zur 2. Ordnung ergibt
sich also:
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wobei Ax = x — x¢ bzw. Ay =y — 1.
Ableitungen von g(z,y):

£(9) = S@o)+ A f(wo)+Ay glaa)Aady

g(x,y) = cosh(z) In(y + a), g(0,0) = In(a)
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folgt Taylor-Reihe von g(x,y)

1
gla,y) =In(a) + 2 + S In(a)e? — 5% + O(A*, Ay?).



