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Lineare Abbildung und Basiswechsel

Betrachtet die Standardbasis E = {e1, e2} und Basis B = {b1,b2} = {3e1 − e2,−3e2 − e1}
von R2, und sei F die orthogonale Projektion auf die durch den Vektor u = (3,−1)T definierte
Gerade.

a) Skizziert die beiden Basen in einer Ebene.Zeichnet einen beliebigen Vektor x und seine
orthogonale Projektion auf (3,−1)T in die Skizze ein.

b) Zeigt, dass die zu der linearen Abbildung F : x 7→ F (x) gehörige Abbildungsmatrix in
der Basis E gegeben ist durch:

EFE =
1

10

(
9 −3
−3 1

)
.

Hinweis : Die orthogonale Projektion F (x) eines Vektors x auf u ist definiert durch:
F (x) = (x · û) û, wobei û = u/|u|.

c) Bestimmt die zu der linearen Abbildung F gehörigen Matrix in der Basis B.

Eigenwerte, Eigenvektoren und Diagonalmatrix

Betrachtet die Matrix M =

(
1 2
2 1

)
.

a) Berechnet die Spur von M. Die Spur (engl. trace) einer symmetrischen Matrix M ist die
Summe der Diagonalelemente: Tr (M) =

∑
i mii.

b) Berechnet die Eigenwerte und Eigenvektoren von M.

c) Gebt die Matrix P an, welche M diagonalisiert: D = P−1MP, wobei D diagonal ist.

d) Berechnet D durch entsprechenden Matrixmultiplikation.
Bemerkung: Macht euch bewusst, dass das Diagonalisieren einem Basiswechsel entspricht.

e) Ist die Tr (D) gleich Tr (M)?

f) Betrachtet den Vektor x = (1,−3) und die Matrix M. Schreibt x und Mx in der Basis
aus den Eigenvektoren von M.

Differenzialgleichungen

a) Löst die folgenden Anfangswertprobleme:

i) y′(x) = y(x) sin(x) + sin(x), mit y(π/2) = 4

ii) y′′(x) + π2y(x) = 0, mit Randwerten y(0) = 1; y(3/2) = −5

iii) y′(x) + y(x) = e−x

1+x2 , mit y(0) = 2

Hinweis: Ihr dürft nutzten, dass arctanx die Stammfunktion zu 1
1+x2 ist.

b) Was ist die allgemeine Lösung der folgenden Differenzialgleichung:
y′′′(x)− 5y′′(x) + 6y′(x) = 0
Können ihr bereits ohne die DGL zu lösen, angeben wir viele Konstanten die allgemeine
Lösung hat?














