Kapitel 4

Symplektische Riume und
Hamiltonsche Systeme

4.1 Symplektische Riume

Definition 4.1.1 FEine stetige Bilinearform B : V xV — R auf einem reellen
Banachraum V' heifit nichtdegeneriert, wenn gilt B(x,y) = 0 fir alle x € V', so

folgt y = 0.

Definition 4.1.2 Fin Paar (V,x), wobei V' ein reeller Banachraum und x ei-
ne antisymmetrische, nichtdegenerierte Bilinearform ist, heiffit symplektischer
Raum, y nennt man symplektische Form.

ZuV sei V* der duale Raum, d.h. der Raum aller stetigen Linearformen V' — IR.
Ist eine Bilinearform nichtdegeneriert, so existiert eine lineare Abbildung

BV ->V':ixz—/,
mit /,(y) = B(z,y).
Sei K die Einheitskugel in V', d.h. K ={v e V' | ||v|| = 1}.
Lemma 4.1.3 B* ist stetig und injektiv.

Beweis. Offensichtlich ist B(z,-) : V — R ein stetiges lineares Funktional. Sei
|z|| = 1, dann ist

[€z]| = sup [|€z(y)|| = sup || B(z, y)|| < Cllz[[|lyll < Cllyll.
yeK yeK

Damit ist ||B*|| < C und der Operator stetig. Fiir die Injektivitdt benotigen wir
die Nichtdegeneriertheit von B. Ist B(z, ) = ¢, = 0, so ist B(z,y) = 0 fiir alle
y € V, im Widerspruch zur Annahme der Nichtdegeneriertheit. a

69



70 KAPITEL 4. SYMPLEKTISCHE RAUME

Definition 4.1.4 Die Bilinearform B ist stark nichtdegeneriert, falls B ein Iso-
morphismus ist.

Bemerkung 4.1.5 In endlich dimensionalen Banachrdaumen folgt aus der Nicht-
degeneriertheit von B die starke Nichtdegeneriertheit von B. In unendlich dimen-
sionalen Rédumen ist dazu notwendig, dass V' isomorph zu V* ist. Dies ist jedoch
keineswegs hinreichend.

Definition 4.1.6 Ist x symplektisch und stark nichtdegeneriert, so nennen wir
X stark symplektisch und entsprechend (V,x) einen stark symplektischen Raum.

Aufgabe 4.1.7 Es sei (V,x) ein endlich dimensionaler symplektischer Raum,
und W C V ein Unterraum. (W, x),, ) sei ein symplektischer Raum. Setze

WX={veV|x(wv) =0, Ywe W}.
Man zeige WX ist symplektisch und V =W & VX und WXxX = W,

Aufgabe 4.1.8 Man zeige, dass die Aussage V = W @ WX ohne die Vorausset-
zung (W, x) symplektisch falsch ist.

Beispiel 4.1.9 Das Standardbeispiel fiir einen symplektischen Raum ist der
Raum (IR**, w?), wobei

Wz, y) = (Jx,y)

(50

JE=J1=—-J

mit

ist. Offenkundig ist

Insbesondere ist J? = —.J. Man sieht leicht, dass die Form w® schiefsymmetrisch
und nicht degeneriert ist. Es gilt

Wz, Jy) = (Jz, Jy) = (,y).

Mittels J definiert man eine komplexe Struktur auf R?", denn R?*" wird mit
v=(x,y) und z € C, z = a + i durch die Definition

2v = (a+if)v = av + BJv

zum komplexen Raum.
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Lemma 4.1.10 FEin endlich dimensionaler symplektischer Raum (V,x) ist von
gerader Dimension, es gibt eine Basis [(v1, ... Vp, w1, ..., wy,) von V mit

X(Uivvj) =0
X(wiij) =0

- 1 fallsi=j
x(viwj) = {o falls i # §

Beweis. Wir wihlen einen Vektor v;. Da die Form y nicht degeneriert ist, gibt
es ein w € V mit x(v,w) # 0. Durch Multiplikation erhdlt man w; = cw mit

x(vy,wy) = 1.

Nun ist der Raum Vi = [vg, wq] symplektisch und daher ist nach Aufgabe 4.1.7
der Raum V' = V5 & V5, mit symplektischen V5. Durch Induktion ist damit das
Lemma bewiesen. 0

Damit sieht man auch, dass der Raum V' in eine direkte Summe zwei dimen-
sionaler symplektischer Rdume zerlegt werden kann,

V=We --al,

Definition 4.1.11 Fine lineare Abbildung A : V. — V heifit symplektisch oder
kanonisch, falls gilt

x(Az, Ay) = x(z,y).

In diesem Zusammenhang fihren wir eine symplektische Form und eine lineare
Abbildung folgende Bezeichnung ein:

A"x(z,y) = x(Az, Ay).
Im Standardraum (RR?",w") ist eine Abbildung genau dann symplektisch, wenn
gilt
W(z,y) = (Ja,y) = (JAz, Ay) = w°(Az, Ay).

Dies ist genau dann der Fall wenn

ATJA = 1.
Aus dieser Gleichung folgt unmittelbar

| det(A)| = 1.
Es gilt sogar

Lemma 4.1.12 det(A4) = 1.
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Beweis. Zur Erinnerung w° ist eine Bilinearform. Das #uflere Produkt zweier
schiefsymmetrischer Formen wird folgendermafien definiert: sind w!,w? schief-
symmetrische &£ bzw. [ Formen, so ist

Wt /\wQ(xl, o l,kJrl) _ Z (_l)sgn(u)wl(l,u(l)’ o ’xu(k))WQ(xu(k+l)’ o ’:L,u(kJrl))'

veS(k+1)

Hier steht sgn(v) fiir das Vorzeichen der Permutation v. Die &uere Multiplikation
ist assoziativ und distributiv. Aulerdem ist bekannt, dass die Determinante bis
auf Multiplikation mit Skalaren die einzige schiefsymmetrische n-Linearform auf
R™ ist. Sei 2% die Linearform mit 2’ (27) = d,;. In dieser Sprache wird

ey) = 3 A (o)
=1

Da w® invariant unter A ist, gilt dies auch fiir jede duflere Potenz von w®. Insbe-
sondere ist das n—fache Produkt

W) =W A AW

schiefsymmetrisch und 2n-linear. Also ist (w°)" ein Vielfaches der Determinante.
Nach Definition der Determinante gilt damit

(W™ = A*(W")" = (det A)(W°)™.

Daraus folgt aber det A = 1, falls (w®)" nicht die Nullform ist. Um einzuse-
hen, dass dies nicht der Fall ist, iiberlegen wir uns, dass bei Einsetzen der Ba-
sis {v;,w;}j=1,. n immer n-Faktoren der Form w®(v;, wy), bzw. w®(v;,v;) oder
w®(w;, wy auftreten. Diese Produkte sind Null, auler in jedem Faktor hat man
hat man einen Term der Form w°(v;, w;) oder w®(w;, v;) stehen. Wir nehmen an,
die Basis sei so orientiert, dass bei

wo(vl, U}1>w0('027 wy) - ~w0(vn, Wy,)

der Faktor 1 steht. Dann betrachten wir alle Permutationen beziiglich der hier
angegebenen Anordnung

V1, W1,V2, W2, ...,Un, Wny.

Vertauschen wir die Paare (v;, w;) und (vy, wy) so erhalten wir zwei Transpositio-
nen und die Permutation ist gerade, der entstehende Vorfaktor +1. Gleiches gilt,
wenn wir innerhalb von einer geraden Zahl solcher Paare v und w vertauschen.
Die Permutation ist Gerade, der Wert des Produktes ist unverédndert. Vertau-
schen wir in einer ungeraden Anzahl dieser Paare v und w so ergibt sich als
Vorfaktor —1, denn Permutation ist ungerade, jeder dieser Faktoren vertauscht
das Vorzeichen, also erhalten wir eine ungerade Anzahl von Faktoren —1 und
insgesamt erhalten wir den gleichen Wert das oben angegebene Produkt. Also ist
die Form (w®)™ nicht die Nullform. [
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Lemma 4.1.13 Ist (V, x) ein symplektischer Raum, A : V' — V symplektisch, so
st A ingektiv. Ist dimV < oo, so ist wegen Lemma 4.1.12 A auch surjektiv und
die Menge der symplektischen Abbildungen bildet eine Gruppe. Mit A ist auch AT
symplektisch, J ist symplektisch.

Beweis. Die Injektivitdt von A folgt sofort, denn Az = 0 impliziert

X(r,y) = A*x(z,y) = x(Az, Ay) =0

fiir alle y € V. Wegen der Symplektizitat folgt dann x = 0.

Offensichtlich ist die Hintereinanderausfithrung symplektischer linearer Abbil-
dung symplektisch. Ebenso ist klar, dass mit A auch A~! und AT symplektisch
sind, denn einerseits folgt aus der Symplektizitit von A

(JAA 2, AATM Ay) = (JA o, A 1y)

und andererseits ist
(JAA 2, AA™  Ay) = (Jx,y).

Damit gilt also
(A HTJA =

Bilden der Inversen auf beiden Seiten ergibt
—J=J=A AT

und damit

(ADYT(=N)AT = —J, oder (AT)TJAT = J.
Offenkundig ist

(J Tz, Jy) = (=, Jy) = (=" z,y) = (Jo,y).
Daher ist J symplektisch. N

Bemerkung 4.1.14 Betrachten wir W =02,V =W ®W und J : V — V durch
J(wy, wg) = (we, —w) und

x(@,y) = (, Jy)wew-
Dann ist A(wy, wy) = shy,(wy), shy,(wy) mit
shy(wy, we, ws,...) = (0,...,0,wy,ws)
symplektisch, jedoch nicht surjektiv.

Definition 4.1.15 Die Gruppe der symplektischen Matrizen wird als symplekti-
sche Gruppe bezeichnet. Wir schreiben dafiir Sp(n).
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Beispiel 4.1.16 1. Sei W ein reeller Vektorraum, W* der Dualraum. Sei

V=WxW
Dann ist mit v = (w, w*)
W (v1,v2) = WO ((wy, W), (wa, w3)) = wj(wr) — wi(wy)

in natiirlicher Weise eine nichtdegenerierte Form definiert.

. Im Spezialfall eines Raumes mit innerem Produkt wird die obige Formel zu

(v1, w2) — (v2, w1). (4.1.17)

Dies entspricht der urspriinglichen Definition von w°.

. Es sei D C IR™ ein Gebiet, W = C°(D) die Menge der glatten Funktionen

von D — R mit kompaktem Tréger und M (D) die Menge der glatten, ab-
solut stetigen Mafle (beziiglich dem Lebesgue-Maf}) mit kompaktem Tréger
auf D. Dann ist die Abbildung

WxM(D)—-R: (f,v) |—>/de
Q
eine bilineare Abbildung. Da Elemente in M (D) als

v=gdr,ge W

dargestellt werden konnen, kann man auf V=W x M (D) folgende nicht-
degenerierte Bilinearform bilden

(). () = [ fida = [ 2

Damit ist x eine symplektische Form. Ist x stark symplektisch?

. Symplektische Formen auf komplexen Raumen. Es sei (.,.) ein unitéres

Produkt auf €". C" kann identifiziert werden mit IR™ x IR". Damit lassen
sich Formen auf C" als Formen auf IR?" interpretieren und damit macht
der Begriff der komplexen symplektischen Form Sinn. Damit 148t sich das
unitire Produkt in Realteil und Imaginérteil aufspalten. Der Realteil ist
ein reelles Skalarprodukt, der Imaginérteil eine symplektische Form.

. In diesem Abschnitt sei H ein komplexer Hilbertraum, wir definieren nun

eine symplektische Form wie sie in quantenmechanischen Anwendungen auf-
tritt. Hier sei (.,.) ein hermitesches inneres Produkt, & die Plancksche Kon-
stante!. Sei

X - HxH-—-1R: (¢17¢2) — —2h1m<¢1,1p2)

Max Planck (23.4.1858-4.10.1947), deutscher Physiker und Nobelpreistriger (1918), Mit-

begriinder der Quantenmechanik, arbeitete auch in der statistischen Mechanik.
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X ist eine stark symplektische Form. Wie sieht die Form als Form auf der
Komplexifizierung eines reellen Hilbertraumes aus?

Man kann nun entsprechend der obigen Definition einer kanonischen Abbildung
auch symplektische oder kanonische Abbildungen zwischen verschiedenen R&um-
en definieren.

Definition 4.1.18 Seien (Vi, x') und (Va, x?) symplektische Riume. Eine linea-
re Abbildung

AV =V,

heifit symplektisch, falls
A2 = x1-

Fiir ein symplektisches A gilt offenbar ker A = {0}, also ist A injektiv und
dim V; < dim V.

Definition 4.1.19 Es sei (V, x) ein symplektischer Raum. Eine glatte Abbildung
®:V — V heifit symplektisch, falls

Dd*y = x.

Allgemeiner nennt man eine glatte Abbildung ® : Vi — Vo zwischen symplekti-
schen Raumen (Vi, x1), (Va, x2) symplektisch, falls gilt

Dq)*XQ = X1-

Definition 4.1.20 FEs sei V' ein reeller Vektorraum. Mit Q™(V') bezeichnen wir
die Menge aller stetigen, schiefsymmetrischen n—Linearformen auf V.

Ist x : R*™ — Q*(IR*) :  — x, € Q?(IR*™) eine glatte Abbildung, so wird der
,pull-back® unter einer glatten Abbildung ® : IR** — R?" durch
(®*X)a (1, v) = Xa(2)(DP(x)u, DP(x)v).

Damit kann man die eben angegebenen Bedingungen fiir die Symplektizitéit auch
fiir Formen auf Mannigfaltigkeiten definieren, wir kommen darauf zuriick.

Aufgrund obiger Charakterisierung symplektischer linearer Abbildung ist klar,
dass fiir eine symplektische Abbildung gilt, dass sie volumenerhaltend ist.

4.2 Hamiltonsche Gleichungen

Hamiltonsche Gleichungen und symplektische Rdume Es sei V' ein reeller Vektor-
raum, die Menge aller (C'*)-Vektorfelder auf V' sei Xy .
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Definition 4.2.1 FEs sei (V, x) ein symplektischer Raum. Ein (C*°-)Vektorfeld

X: V-V
heifst hamiltonsch, falls es eine (C*°-)Funktion H : V — R gibt, so dass
X" (X(v))=DH(w) (inV*) (4.2.2)

fiir alle v € V ist. Ist H : V. — IR gegeben und X ein Vektorfeld, welches der
Gleichung 4.2.2 geniigt, so schreiben wir auch X = Xpg. Fiir die Menge der
symplektischen (C°-)Vektorfelder auf dem Raum (V,x) schreiben wir Xy ,».

Lemma 4.2.3 Ist (V,x) ein stark symplektischer Raum und H : V — R eine
(C>-)Funktion, so gibt es ein (C*°-)Vektorfeld X, so dass Gleichung 4.2.2 erfillt

18t.

Beweis. DH(v) € V* und x* : V. — V* ist ein linearer Isomorphismus, daher
gibt es ein w € V mit
X (w) = DH(v),
setze X (v) = w. Dann ist offensichtlich die Gleichung erfiillt und
X(v)=(x")""DH(v)
ist C*°. [
Definition 4.2.4 Es sei V ein linearer Raum und Q*(V') die Menge der schief-

symmetrischen bilinearen Formen, X ein Vektorfeld auf V. Wir fiihren die fol-
gende Abbildung ein

ix (V) xV —V*:(chi,z) — x*(X(z)),
oder
iX(:r)(U) - X(X(I)v U)a
fiir x,v € V. Diese Abbildung bezeichnen wir als innere Multiplikation.

Man beachte, dass ix eine Abbildung ist, die jedem Vektorfeld eine 1-Form zu-
ordnet. Diese Sichtweise spielt bei der Ubertragung auf Mannigfaltigkeiten eine
Rolle.

Fiir unendlich dimensionale Rdume treten einige technische Probleme auf, die wir
im Moment zuriickstellen wollen, z.B. gibt es die Frage der Definitionsbereiche.

Lemma 4.2.5 Es seien (V1,x1), (Va, x2) stark symplektische Raume, ® : Vi —
Vo ein Diffeomorphismus. Dann ist ® symplektisch genau dann, wenn fir alle
hamiltonschen Vektorfelder Xy auf Vs gilt

q)*XHoé = XH7
wobei ®, folgende Operation ,push-forward* ist:

(©.X)(®(2))) = DP(2) X (2).
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Beweis. Zunéchst ist fiir eine Funktion H : V, — R Xp.e ein Vektorfeld auf V.
Damit ist fiir v € V}

(I)*<XHO<I>)((I)(’U)) = D(I)(U)XHOq)(U).
Fiir w,v € V erhalten wir daraus
X1(Xuoo(w),v) = D(H o ®)(w)(v)

= DH(®(w)DP(w)v
= x2(Xu(®(w)), DB(w)v).

Wir kommen zum eigentlichen Beweis. Zunéchst sei ® symplektisch. Dann ist

D" x2 = X1,
oder
X2(DP(w)(Xpoo)(w), D(w)(v)) = x1(Xpon(w), v).

Da v € V] beliebig, durchlauft auch D®(w)(v) Vo und daher folgt aus der Nichtde-
generiertheit von y und eder Vorbemerkung, dass Xy (®(w)) = D®(w) (X yos)(w)
gilt. Damit ist die erste Richtung gezeigt.

Wir kommen zur Gegenrichtung: wir haben fiir jedes hamiltonsche Vektorfeld Xy
in V5 die Beziehung
DO (w) X poo(w) = Xg(P(w)).

Mit der Vorbemerkung erhalten wir

X1(Xpoo(w),v) = x2(Xu(P(w)), DP(w),v)
= X2(DP(w)Xpoa(w), DP(w)v).

Die Behauptung ist gezeigt, wenn wir X y.e(w) durch einen beliebigen Vektor
z € V] ersetzen diirfen. Dazu definieren wir H so, dass (fiir gegebenes z € V) die
Beziehung

X(w, z) = H o ®(w)

erfiillt ist. Dann ist
D(H o ®(w)) = x*(2)

und Xpoe(w) = z. 0
Definition 4.2.6 Die dem Vektorfeld Xy zugeordnete Differentialgleichung

heifit hamiltonsche Gleichung.
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Satz 4.2.7 Es sei (V,x) ein 2n—dimensionaler symplektischer Raum mit kano-
nischen Koordinaten (¢, ... ¢, pM, ... p™), so dass die symplektische Form
in diesen Koordinaten durch die Matrix J dargestellt wird. Dann hat das hamil-
tonsche Vektorfeld in diesen Koordinaten die Darstellung

oH

Xg = aégj(}) = JVH.

N aq(i)

Im allgemeineren Fall eines reellen Raumes W mait Dualraum W* und der sym-
plektischen Struktur V=W x W* x((wy, w})(wq, w3)) = wi(wy) — wi(wsy) erhdalt
man Xy in der Form

oH
XH(w7w*) = %lﬁ s
Cow

wobei die partiellen Ableitungen, wie tiblich als lineare Funktionale in w*, bzw. w.
Natiirlich gelten diese Formeln nur unter der Voraussetzung, dass alle erwdhnten
Ableitungen existieren.

Beweis. Einfach nachrechnen! 0

Korollar 4.2.8 Ldings Trajektorien der hamiltonschen Gleichungen bleibt H kon-
stant.

Beweis. Sei v(t) eine solche Trajektorie. Wir betrachten H (v(t)) = H(q(t),p(t))
und erhalten mittels Differentiation

%H(U(t)) = VH(u(1)) Xu(v(t)) = x(Xu(v(t), Xu(v(t))) = 0.

N
Bemerkung 4.2.9 Diese Aussage wird als Energieerhaltungssatz bezeichnet,

denn H stellt oft die Gesamtenergie des Systems dar.

Wir haben nun gesehen, wie man einer Hamilton Funktion ein Vektorfeld zuord-
net. Eine natiirliche Frage ist die der Umkehrung: gegeben sei ein Vektorfeld X,
wie stellt man fest ob es hamiltonsch ist und wenn ja wie findet man die Hamilton
Funktion dazu? Eine erste Antwort liefert der folgende Satz.

Satz 4.2.10 FEin lineares Vektorfeld v — Av ist genau dann hamiltonsch, wenn
qgilt A ist schiefsymplektisch, d.h.

X(v, Aw) = —x(Av, w).
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Beweis. Sei X ein hamiltonsches Vektorfeld zur Hamilton Funktion H. Nach
Definition gilt dann, fiir v,w € V

\(Xn(v),w) = DH)w.
Differentiation dieser Beziehung nach v ergibt
V(DX (v)u,w) = D2H(v)(u, w).
Daher ist
V(DX (v)u, w) = D2H(w)(u,w) = D*H(v)(w,u) = x(DX g (v)w, u) = —x(u, DX (v)w).

Fiir Xy (v) = Av ergibt dies die gewiinschte Eigenschaft an A. Fiir die Umkehrung
sei A schiefsymplektisch. Wir setzen

1
H(v) = éx(Av,v).
Dann ist Av = Xp(v), denn

dH(w)u = = (x(Au,v)+ x(Av,u))

— N

= 3 (—x(u, Av) + x(Av,u))

= x(Av,u).

O

Ist die Matrixdarstellung von x durch J gegeben, so bedeutet A ist schief-
symplektisch, dass

JA+ AT ] =0. (4.2.11)

Definition 4.2.12 Die Menge der Matrizen, welche der Bedingung (4.2.11) gentigen,
wird mit sp(V, x) bezeichnet.

Satz 4.2.13 Es sei X ein Vektorfeld auf dem symplektischen Raum (V,x). X
ist hamiltonsch, genau dann wenn DX (v) fir alle v € V' schiefsymplektisch ist.

Beweis. Die eine Richtung ist unmittelbare Konsequenz des Beweises zum vo-
rigen Satz. Wir nehmen an, dass DX (v) fiir jedes v € V' schiefsymplektisch sei.

Wir setzen
1

H(v) = /X(X(tz),z)dt +c,
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wobei c¢ eine beliebige reelle Konstante ist. Dann gilt
1
DHw)u = /(X(DX(tv)tu, 2) + x(X(tv),u)) dt

0
1

= (X(tDX(tv)u v) + x(X(tv),u))dt

= tDX tv)u + X (tv)dt, u

i

= X dt (tX (tv))dt,u

= (v),u)
[

Satz 4.2.14 Der Fluss eines Vektorfeldes X besteht genau dann aus einer Schar
symplektischer Transformationen, wenn X hamiltonsch ist.

Korollar 4.2.15 sp(V, x) ist die Lie Algebra der symplektischen Gruppe Sp(V, x).

Bemerkung 4.2.16 Die Elemente von sp(V,x) nennt man infinitesimal sym-
plektisch.

Beweis von Satz 4.2.14. Wir beweisen zunéchst die Aussage fiir den linearen
Fall. Die entsprechende Aussage lautet dann, dass der Fluss eines linearen Vek-
torfeldes X (v) = Av genau dann aus linearen symplektischen Transformationen
;¢ besteht, wenn A schiefsymplektisch ist. Dies sieht man wie folgt ein: es seien
v,w €V, so gilt

SE0ww) = Sxlewpw)

d d
XS0, 0) + X(v, Zw)

= X(Ap(v), w) + x(v, Apyw).

Hieraus folgt die Aussage im linearen Fall unmittelbar.

Nun sei X ein beliebiges Vektorfeld, ¢, der zugehorige Fluss. Es seien v, w € V,
©i(v) die Trajektorie von v. Dann gilt

GOt = D (ol w = DX (o)
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Eine Rechnung, wie im linearen Fall ergibt nun
d
g X\(Dev)w, Dov)w) = x(DX(pu(v)) Dpi(v)w, Dpi(v)w) + x(Dpi(v)w, DX () Dp(v)w).
Ist nun X hamiltonsch, so ist DX (-) y-schiefsymmetrisch, also ist die zeitliche
Ableitung links Null und der Term x(Dyp;(v)w, Dyi(v)w) zeitlich konstant. Fiir
t = 0 ist dies gerade die Form x(v,w), also folgt dass ¢} % x = X, was zu beweisen
war. Andererseits ergibt die gleiche Rechnung, dass ¢; symplektisch impliziert,
dass X hamiltonsch ist, denn DX(+) ist x-schiefsymmetrisch. 0
Wir kommen zum komplexen Fall und damit zur Schrédinger Gleichung?.

Satz 4.2.17 Es set H ein komplexer Hilbertraum mit einem hermiteschen inne-
rem Produkt (}),,. Wie bereils oben, sei x gegeben durch

X (Y1, ¥e) = —2RIm (3, ).

Es sei A : ' H — H ein komplez-linearer Operator. Dann ezistiert eine Hamilton
Funktion H, so dass Ay = Xy () Yip € H ist, genau dann wenn iA symmetrisch
1st, oder anders ausgedriickt wenn

(1A, 10a) = (1, 1 Aty)
ist. Die Funktion H(vy) = h{(iAp,¢) leistet das Gewiinschte. Die zugehirige

Hamilton-Gleichung ist v = Av.
Beweis. Ist iA symmetrisch, so gilt

(1AY, v) = (¢, 1Av)

fiir alle ¢, v € ‘H. Insbesondere ist die Funktion

H(y) = h(iAp, )

reell, denn
(i A, ) = D, iAp) = h{iA, P).
Dann ist
DH(¢)(v) = h{iAv,¢) + h(iAp,v)
= h{v,1AY) + h{(i Ay, v)
= h{tAY,v) + h(i Ay, v)
= hi{AY,v) — hi{Ap, v)

= hi ((Av,v) = {49,0))
= hi(i2Im(Ay,v))

= —2hIm(Ay,v)

= x(®¥,v).

2Erwin Schrodinger (12.8.1887-4.1.1961), dsterreichischer Physiker, der sich nach Arbeiten
iiber die statistische Thermodynamik mit der Theorie der Atome befasste. Er entwickelte die
Wellenmechanik, fiir die die nach ihm benannte Gleichung zentral ist.
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Damit ist gezeigt, dass die Symmetrie von ¢A dazu fiihrt, dass v — Ay symplek-
tisch ist und die zugehorige Hamiltonfunktion die angegebene Gestalt hat.
1 — At ist hamiltonsch genau dann, wenn A schiefsymplektisch ist, d.h.

X (A, 109) = —x(11, Arby). Dann ist aber

<A77Z)1, ¢2> = Re<A¢17 ¢2> - ZIm<¢1a A%)

und

Re(Avy, 19y = Im(A(it)y), 1)
— Im(ihy, Atho)
— Im (¢, Arbg)
= —Im(iRe(tq, Ahe) — Im g, Arbs))
= — Re(¢y, Ahy).

Zusammen ergibt sich
<A’l/}17 ¢2> = _>A¢17 1/}2>

Aus den beiden Relationen

<iA77Z)17 Q7Z)2> = - Im<A¢1a ’QZ)2> +1 Re<A¢17 ?/)2>
(1,iAnp) = Tm(hy, Avha) — i Re(A¢y, o)

ergibt sich die Aquivalenz der Symmetrie von 4 mit der Schiefsymplektizitit
von A. [

Definition 4.2.18 Schreibt man die eben angegebene Hamilton Gleichung in der
Form

Hy = ih),

so bezeichnet man diese als Schridinger—Gleichung. Wir schreiben H = ih A.

Satz 4.2.19 Es seinen H, A wie oben. Dann besteht der Fluss zum linearen
Vektorfeld v — At aus symplektischen Transformationen ¢;genau dann, wenn
¢y unitdr ist.

Beweis. Wir wissen
¢y symplektisch < A ist xy—schiefsymmetrisch < A ist schiefsymmetrisch.

Dann ist aber

d
a@ﬂ/ﬁ, Piha) = (Apyibr, ppiba) + (Pethr, Adpiha) = 0.



